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Аннотация. В этой статье рассмотрены вопросы геометрического моделирования 

трехмерных тел многослойной структуры на треугольном призматическом каркасе 

и их описание кубическими параметрическими сплайнами. Выводится уравнение 

порции тела, позволяющее моделировать как его форму, так и однородную внутрен-

нюю часть. Приведены вычислительные эксперименты с порциями тел с прямоли-

нейными и криволинейными границами, которые могут быть использованы в чис-

ленном моделировании. Параметрические твердотельные элементы могут быть 

объединены в одно тело сложной формы. Непрерывность между элементами можно 

определить как при моделировании кубических параметрических сплайнов. 

Ключевые слова: геометрическое моделирование, трехмерные тела, треугольная 

призма, кубические сплайны  
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Пусть нам заданы кривые треугольного призматического каркаса. Данный 

криволинейный каркас определяет нам форму твердотельного элемента, или 

порцию моделируемого объекта (рис. 1). Допустим, что параметры u, v и w изме-

няются в пределах от 0 до 1 вдоль соответствующих границ. Тогда вектор-

функция  ,,, wvur  1,,0  wvu  
представляет собой внутренность порции тела, 

 ,0,0,ur   ,0,,0 vr   ,,0,0 wr   ,1,0,ur   ,1,,0 vr   ,,0,1 wr   ,,1,0 wr   ,0,,1 vr   1,,1 vr  представ-

ляют 9 известных граничных кривых. Ставится задача: построить вектор-

функцию  ,,, wvur  которая при ,0u  ,1u  ,0v  ,1v  0w  или 1w  пред-

ставляют нужную граничную кривую. 
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Рис. 1. Порция тела на треугольном призматическом каркасе 

 

Рассмотрим сначала задачу построения порции тела, если заданы кривые 

только двух ее граничных поверхностей  wv,,0r  и  .,,1 wvr  Применяя линейную 

интерполяцию в u-направлении, получим тело с линейчатой поверхностью на 

боковой грани  wu ,0,r  (рис. 2): 

                 .1,,10,,111,,00,,011,,
1

vwvwuvwvwuwvu rrrrr       (1) 

Линейная интерполяция в v-направлении дает тело с линейчатыми поверх-

ностями на боковых гранях  wv,,0r  и  wv,,1r  (рис. 3): 

             .11,0,0,0,11,, 0110102 PPrrr wwuuwuwvwvu                  (2) 

Линейная интерполяция в u- и v-направлениях дает тело с линейчатыми по-

верхностями на нижней и верхней гранях  0,,vur  и  1,,vur  (рис. 4): 

                 .,1,0,0,11,1,0,0,011,,
3

wvwvuwvwvuwvu rrrrr      (3) 

 

 
 

Рис. 2. Порция тела, получаемая линейной 

интерполяцией в u-направлении 

 
Рис. 3. Порция тела, получаемая линейной 

интерполяцией в v-направлении 
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Рис. 4. Порция тела, получаемая линейной 

интерполяцией в u- и v-направлениях 

 
Рис. 5. Порция тела с прямолинейными  

ребрами 

 

Их сумма 
321

rrr   представляет порцию тела, каждая из границ которой 

является суммой заданной граничной кривой и прямолинейного отрезка, соеди-

няющего концевые точки этой кривой. Чтобы восстановить первоначальные гра-

ничные кривые, составим выражение 
4321

2rrrr  . Тогда порция тела 

 ,,,
4

wvur  границами которых служат вышеупомянутые прямолинейные отрезки, 

имеет вид: 

           
0101000000004 11111,, PPPPr uvuvvuvuwwvu          (4)  

                      .1111
011101011001

PPPP uvuvvuvuw   

Вектор ,2
4321

rrrrr   полученный из (1), (2), (3), (4) и определяющий 

искомое тело, удобно представить в матричном виде: 
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Последовательные подстановки ,0u  ,1u  ,0v  ,1v  0w  и 1w  под-

тверждают, что порция тела, определенная вектор-функцией (5), имеет 9 перво-

начальных кривых своими границами. 

Эта конструкция, использующая только информацию о границах тела 

и вспомогательные функции переменных u, v и w, определяет наиболее простой 

класс тел на треугольном призматическом каркасе. Вспомогательные функции u, 

 ,1 u  v,  ,1 v  w и  w1 , называемые функциями смешения, соединяют воеди-

но 9 отдельных граничных кривых, чтобы дать одно корректно определенное тело.  
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Проводился вычислительный эксперимент с полученной моделью порции те-

ла в среде MathCAD. При построении заданных граничных кривых порции тела 

использовались параметрические кубические сплайны с наклонами. Поверхности 

внутреннего пространства тела строились при значении параметра w равным от 

0 до 1 c шагом 0,25. Вычислительный эксперимент проводился в три этапа. 

На первом этапе рассматривался исходный твердотельный элемент в форме 

треугольной призмы. Граничные кривые для данного тела являются линейными 

сегментами. Пример элемента тела треугольной призмы показан на рис. 6. Про-

стая треугольная призма деформируется перемещением 6 угловых точек вверх 

и вниз. В результате форма тела меняется, но внутренняя «плотность» не может 

быть измена. При перемещении угловых точек нижняя и верхняя грани тела яв-

ляются плоскостями. Боковые грани призмы деформируются и представляют со-

бой три гиперболических параболоида. Такой твердотельный элемент часто ис-

пользуется в методах конечных элементов, когда в трехмерном элементе 

используются только линейные базисные функции. 

На второй этапе рассматривался твердотельный элемент треугольной приз-

мы с граничными кривыми. При изменении наклонов в угловых точках форма 

тела деформируется. Граничные кривые этого тела могут определять влияние 

граничных поверхностей на внутреннюю часть без изменения внешней формы. 

Эффект изменения параметрических поверхностей показан на рис. 7. Граничные 

поверхности представляют собой пять билинейных поверхностей Кунса. При 

этом нижняя и верхняя грани являются билинейными поверхностями Кунса на 

треугольнике. В простейшем случае, когда граничные кривые линейны, тело 

фактически является исходной треугольной призмой. 

На третьем этапе тело с граничными кривыми деформируется при переме-

щении угловых точек. Граничные кривые тела определяют влияние граничных 

поверхностей на внутреннюю часть тела при изменении внешней формы. Эф-

фект изменения плотности параметрических поверхностей показан на рис. 8. 

Меняя положения угловых точек и наклонов в этих точках можно строить пара-

метрические поверхности разной плотности внутреннего пространства тела при 

деформации внешней формы. При этом граничные поверхности представляют 

собой пять билинейных поверхностей Кунса. В частном случае, когда граничные 

кривые линейны, тело фактически является треугольным призматическим эле-

ментом с плоскими гранями. 

 
Рис. 6. Изменение формы исходной треугольной призмы 

при перемещении угловых точек 
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Рис. 7. Изменение формы поверхностей внутри тела  

с граничными кривыми 

 

 
Рис. 8. Изменение формы поверхностей внутри тела с граничными кривыми  

при перемещении угловых точек 

 

Предлагаемая система реализована в среде MathCAD, использует парамет-

рические тела с граничными поверхностями Кунса для моделирования внешней 

и внутренней формы тела. Представленные примеры треугольных призматиче-

ских элементов тела показывают, как можно легко определить и описать внут-

реннее пространство тела многослойной структуры. Дальнейшим продолжением 

исследований внутреннего пространства является деформация и метаморфозы 

форм, обсуждаемых в этой работе.  

Авторы видят преимущество этого метода в возможности определения гра-

ничных и внутренних начальных условий до численного моделирования. Этот 

метод хорошо работает при инженерном моделировании различных конструкций 

многослойной структуры в условиях свободной деформации. Параметрические 

твердые тела на треугольном призматическом каркасе могут эффективно приме-

няться при решении задачи трехмерной градации тел с неоднородной структу-

рой, которые сейчас исследуются. 
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Abstract. This article discusses the issues of geometric modeling of three-dimensional 

bodies of a multilayer structure on a triangular prismatic frame and their description by 

cubic parametric splines. An equation for a patch of a body is derived, which makes it 

possible to model both its shape and isotropic interior. Computational experiments with 

the patch of the bodies with rectilinear and curved boundaries, which can be used in nu-

merical modeling, are presented. Parametric solids can be joined together to form a com-

plicated shape. Continuity between elements can be defined as in modeling cubic paramet-

ric splines. 
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