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В работе предложен метод редукции задачи о наклонной производной к исследованию некоторой динамической систе-

мы. Доказана теорема о том, что задача с наклонной производной для гармонических функций при определенных условиях 

имеет единственное решение. 
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In this article the reduction method of sloping derivative task for research some dynamic system is proposed. The theorem of 

unique solution is proved. 
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Постановка задачи. 

Для исследования задачи о наклонной производной для гармонических функций в [1] предложен 

метод редукции этой задачи к исследованию некоторой динамической системы. В [2] этот метод по-

лучил дальнейшее развитие. Задачу о наклонной производной будем рассматривать в следующей по-

становке:  

Найти три регулярные в шаре 
2 2 2: 1D x y z непрерывно дифференцируемые в замкнутом 

шаре D  гармонические функции , , ,u v w удовлетворяющие на границе шара условиям 

2 ,

2 ,

2 ,

x x x

y y y

z z z

u xu yv zw h

v xu yv zw g

w xu yv zw f       (1) 

где , ,h g f - непрерывно дифференцируемые на сфере 
2 2 2: 1S x y z функции. 

Исследование.  

Если функции , ,u v w  – гармонические, то функции 

1 2 32 , 2 , 2x x x y y y z z zF u xu yv zw F v xu yv zw F w xu yv zw
 являются бигармонически-

ми и имеют место представление 
2 2 2

1

2 2 2

1

2 2 2

1

2 ( , , ) (1 ) ( , , ),

2 ( , , ) (1 ) ( , , ),

2 ( , , ) (1 ) ( , , ),

x x x

y y y

z z z

u xu yv zw h x y z x y z h x y z

v xu yv zw g x y z x y z g x y z

w xu yv zw f x y z x y z f x y z
  

  (2) 

где 1 1 1, , , , ,h h g g f f  – регулярные в шаре D  гармонические функции [3]. 

Подействовав оператором Лапласа на систему (2), имеем 
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1
1

1
1

1
1

2 2 2 6 4 ,

2 2 2 6 4 ,

2 2 2 6 4 ,

xx xy xz

xy yy yz

xz yz zz

h
u v w h r

r

g
u v w g r

r

f
u v w f r

r  
или 

1
1

1
1

1
1

( ) 3 2 ,

( ) 3 2 ,

( ) 3 2 ,

x y z

x y z

x y z

h
u v w h r

x r

g
u v w g r

y r

f
u v w f r

z r      
 (3) 

Обозначим для краткости x y zu v w  через H , т.е.  

x y zu v w H ,        (4) 

Тогда перепишем систему (3) в виде 

1 1 1
1

1 1 1
1

1 1 1
1

2 3 ,

2 3 ,

2 3 ,

x

y

x

h h h
H x y z h

x y z

g g g
H x y z g

x y z

f f f
H x y z f

x y z     
  (5) 

Пусть 1 1 1, ,x y zh G g G f G
, тогда система (5) примет вид 

2 3 ,

2 3 ,

2 3 ,

xx xy xz x x

xy yy yz y y

xz zy zz z z

xG yG zG G H

xG yG zG G H

xG yG zG G H
 

Переписав последнюю систему по-другому, можно получить 

2 ,

2 ,

2 ,

x y z x x

x y z y y

x y z z z

xG yG zG G H
x

xG yG zG G H
y

xG yG zG G H
z       

 (6) 

Из этой системы легко получаем следующее равенство: 

2 x y zxG yG zG G H        (7) 

Перепишем эту систему (2) так: 
2

2

2

2 (1 ) ,

2 (1 ) ,

2 (1 ) ,

x x x x

y y y y

z z z z

u xu yv zw h r G

v xu yv zw g r G

w xu yv zw f r G       (2*) 

Продифференцируем первое уравнение последней системы по х, второе по у, третье по z, сложим 

полученные уравнения и получим 

3( ) 2 2 2x y z x y z x y zu v w h g f xG yG zG
. 

Из уравнения (7) и последнего уравнения имеем следующее равенство: 

3( )x y z x y zu v w h g f G H
 

Согласно нашему обозначению (4), последнее равенство запишем так: 

2( )x y z x y zu v w h g f G .       (8) 
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Возвращаясь к системе (2) и используя тождества вида 
( )x x xxu yv zw xu yv zw u

x , полу-

чим 

2

2

2

( ) (1 ) ,

( ) (1 ) ,

( ) (1 ) ,

x

y

z

u xu yv zw h r G
x

v xu yv zw g r G
y

w xu yv zw f r G
z

       (9) 

Пусть  

xu yv zw
      

 (10) 

Умножим первое уравнение системы (9) на х, второе на у, третье на z, сложим полученные уравне-

ния и, учитывая обозначение (10), получим, что  

2(1 )
G

r xh yg zf r r
r r     

 (11) 

Применяя оператор Лапласа к обеим частям уравнения (10), можно (8) переписать так: 

x y zh g f G .      (12) 

Применяя оператор Лапласа к обеим частям уравнения (11), имеем  

3 2( ) 6 4 ,x y z

G G
r h g f r r r

r r r r  
Учитывая равенство (12), перепишем последнее равенство следующим образом: 

( ) 4 7 3x y z x y z

G G
r h g f h g f r r G

r r r r  
Из этого уравнения видно, что по заданным , ,h g f  однозначно определяется функция ( , , )G x y z . 

А тогда из системы (9) также однозначно определяются искомые гармонические функции 
, ,u v w

. 

Таким образом доказана 

Теорема. Задача (1) разрешима для любых , ,h g f  и имеет единственное решение. 

 

Заключение 

Таким образом, доказана теорема о том, что задача (1) о наклонной производной для гармониче-

ских функций имеет единственное решение, удовлетворяющее определенным условиям. 
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