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Аннотация 
Проведено моделирование нагнетания жидких растворов в трещину, полученную гидроразрывом, как изотермическое 

течение несжимаемой бингамовской жидкости между двумя горизонтальными плоскостями. Получены аналитические вы-
ражения для времени и глубины проникновения растворов. 
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Abstract 
Modeling of grouting of liquid solutions to the crack received by hydraulic fracturing as an isothermal flow of incompressible 

Bingam liquid between two horizontal planes has been conducted. Analytical expressions for time and depth of solution penetration 
have been received. 
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Исследование течения различных жидкостей в трубе является сложной задачей. Течение в трубе в 

зависимости от вязкости можно рассматривать как течение вязкой несжимаемой жидкости (течение 
Пуйазейля). Поскольку в состав нагнетаемых растворов входит цемент, то надо рассматривать тече-
ния неньютоновских жидкостей или Бингама [1]. В природе и технике существует широкий круг ма-
териалов, таких как свежий бетон, геоматериалы (глинистые почвы, некоторые виды нефтей, буровые 
растворы, сели, магма), коллоидные растворы, порошкообразные смеси, смазочные материалы, ме-
таллы при обработке давлением, кровь в капиллярах, пищевые продукты, зубная паста и др., которые 
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обладают поведением среды Бингама, а именно: ниже определенного предельного значения напря-
жений среда ведет себя как жесткое тело, выше этого предела - как несжимаемая вязкая жидкость. 

Неньютоновские жидкости можно разделить на три группы (рис. 1): 
1. Системы, для которых скорость сдвига зависит только от напряжения. К этой группе относятся 

такие неньютоновские материалы, как дилатантные (shearthickening (dilatant) fluids) и псевдопласти-
ческие (shearthinning (pseudoplastic) fluids) жидкости, параметры течения которых не зависят от вре-
мени. Реологическим уравнением течения псевдопластических и дилатантных материалов является 

соотношение Оствальда де Виля 
nK  , где K – коэффициент консистенции; γ – угловая деформа-

ция (деформация сдвига); п – индекс течения. При n < 1 это уравнение описывает течение псевдопла-
стических жидкостей, а при п> 1 – дилатантных. 

2. Системы, в которых связь между напряжением и скоростью сдвига зависит от времени действия 
напряжения. Вязкость таких систем называется реодинамической вязкостью. К ним относятся тиксо-
тропные, у которых напряжение сдвига и эффективная вязкость уменьшаются в процессе сдвига, и 
реопексивные, у которых напряжение сдвига и эффективная вязкость увеличиваются со временем. 

3. Твердообразные системы, обладающие свойствами, как твердого тела, так и жидкости. Харак-
терным признаком таких систем является наличие предельного напряжения сдвига или предела теку-
чести.  

 
 

Рис.1. Отношение между скоростями деформации (rate of strain) и напряжениями сдвига (shear stress). 
 

Пусть Ω ограниченная связная область в Rn (n = 2, 3), Г - граница области. Изотермическое тече-
ние несжимаемой вязкопластической среды (среды Бингама, или бингамовской жидкости) в течение 
временного интервала (0, T) описывается следующей системой уравнений и определяющих соотно-
шений: 
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где , , s    - плотность, коэффициент вязкости и предельное напряжение сдвига (предел 
текучести) бингамовской жидкости соответственно; v – неизвестное поле скоростей, f – заданное поле 
внешних сил; σ – тензор напряжений Коши; p – давление; τ – девиатор тензора напряжений. Если за-

дан произвольный тензор второго ранга с компонентами ijT
, то разложение его на шаровую часть и 

девиатор имеет вид 
D

ij ij ijT T T 
, где 

1

3 kkT T
 и 0D

kkT  . В механике   называют интенсивностью 
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напряжений. 
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, 
где n - вектор внешней единичной нормали на Г. 

Заметим, что если 0s  , то система (1)–(2) сводится к системе уравнений Навье–Стокса, модели-

рующей изотермическое течение несжимаемой ньютоновской вязкой жидкости. В случае 0s   сис-

тема (1)–(2) выполняется в области движения (т.е. ( ) 0D v  ) и, вообще говоря, не имеет смысла в 

жесткой зоне 0 0: {{ , ) (0, ) ( )( , ) 0}x t T D v x t     . Тензор напряжений в жесткой зоне не определен. 
Модель Бингама является двухпараметрической моделью. Если в определяющих соотношениях 

вязкопластической среды положить 0s   или μ = 0, то эти уравнения формально перейдут в хорошо 
известные определяющие соотношения вязкой жидкости или идеальной пластической среды. Если 

0s  , то в потоке могут быть зоны, в которых жидкость ведет себя как твердое тело (жесткие зоны). 

При возрастании s эти зоны увеличиваются, а при достаточно большом s блокируют течение. Как 
правило, традиционно рассматриваются два вида жестких зон: зоны застоя, в которых среда покоит-
ся, и ядра течения, в которых среда движется как твердое тело. Например, при течении в трубе ядра 
течения находятся строго внутри области, зоны застоя примыкают к неподвижной границе. 

Когда существуют оба вида движения, необходимо ввести “предельную поверхность”. Эта по-
верхность разделяет две области с разным движением материала. Запишем (2) в виде 

( ( ) , 2
( )ij ijD v D

D v

     
, если ( ) 0 sD v и    , если ( ) 0D v  - соотношения Бингама. 

Функция η(D) называется эффективной вязкостью. Используются также другие соотношения: 

Гершеля-Балкли [2]:

1 0
0,nK


    


 

   
 

 


 

Кэссона [3]: 
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00, ,   
 где 0  - предельное (статическое) напряжение сдвига. 

Основным недостатком соотношений Гершеля-Балкли, Кэссона и др. является то, что для них 
отсуствует теоретическое обоснование, т.е. микрореологическая модель, связывающая реологические 
коэффициенты со структурно-реологическими характеристиками системы, а именно с силами 
взаимодействия между частицами, строением и размерами агрегатов. 

 
 

Рис.2. Графики моделей - Bingham (синий), Casson (зеленый) and Herschel-Bulkley (красный). 
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Известны точные решения системы (1)-(2) для некоторых плоских течений: между параллельными 
плоскостями, между коаксильными вращающимися цилиндрами и в круглой прямой трубе [4-5].  

Рассмотрим  нагнетание раствора в трещину, полученную гидроразрывом, как изотермическое те-
чение несжимаемой бингамовской жидкости между двумя горизонтальными плоскостями. (рис. 3). 

 
 

Рис. 3. Течение между плоскостями. 
 

В работе [4] при заданном перепаде давления 2 1p p p    найдены скорости течения для областей 

сдвигового и пластического движений. В нашем случае 1p - давление раствора, 2p - давление поровой 
жидкости. Суммарный расход определяется выражением[4-5]: 
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где 0,   - коэффициент вязкости и предельное напряжение сдвига (предел текучести) бингамовской 
жидкости соответственно. 
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  на рис.3 задают поверхности разделяющие области сдвигового и пласти-
ческого течений. Предельный перепад давления, при котором может существовать течение среды оп-
ределяется выражением: 
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Откуда следует, что при заданном перепаде максимальное проникновение жидкости составит: 

max
0

h p
L





 

Таким образом, тем больше давление нагнетания и меньше предел текучести раствора, тем дальше 
проникновение раствора. 

Расход жидкости можно представить как отношение объема жидкости в единицу времени: 
dV

Q
dt


 

Поскольку 2V hl  используя (3) получаем: 
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Вводя нормировки: 
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Интегрируя (4), и, учитывая 0L  при 0T  , получаем: 
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Рис.4. График функции (5). 
 
Из полученных выражений и рис.4 видно, что: 
1) нормированная длина (глубина) проникновения не зависит от ширины канала, т.е. время про-

никновения одинаково для всех трещин разных ширин; 
2) нормированное время нагнетания зависит от перепада давления и реологических свойств раствора; 

3) за нормированное время 1T   т.е. 
2
0

6 p
t






 раствор проникает примерно на 80% возможного 

проникновения во все трещины. 
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Аннотация 
Представлены 4D компьютерные модели T-x-y-z диаграмм Fe-R-Co-S (R=Ni, Cu) и U,Na,Mg,Pu||Cl систем. Установлено, 

что ликвидус T-x-y-z диаграмм подсистем Fe-Ni-Co-FeS-NiS-CoS и Fe-Cu-Co-FeS-Cu2S-CoS состоит, соответственно, из 6-
ти и 12-ти гиперповерхностей, а T-x-y-z диаграмму системы UCl3-NaCl-MgCl2-PuCl3 формируют 66 гиперповерхностей и 30 


