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Профессор В. Н. Врагов 
(2 октября 1945 – 4 июня 2002) 

Предисловие 

Настоящий сборник содержит тезисы докладов, представленных на III Международной 
научной конференции «Дифференциальные уравнения и математическое моделирование» 
(ДУММ–2025), которая проходила с 18 по 22 августа 2025 года в Улан-Удэ и на озере Байкал. 

Конференция была посвящена светлой памяти выдающегося математика, доктора фи-
зико-математических наук, профессора Владимира Николаевича Врагова и приурочена к 80-
летию со дня его рождения. В. Н. Врагов, ректор Новосибирского государственного универ-
ситета в 1993–1997 годах, известен не только как талантливый руководитель, сохранивший 
в сложные постсоветские годы академический дух и высокие стандарты НГУ, но и как круп-
ный ученый, внесший фундаментальный вклад в теорию вырождающихся дифференциаль-
ных уравнений и уравнений смешанного типа.  

Организаторами конференции выступили Бурятский государственный университет им. 
Д. Банзарова, Новосибирский государственный университет, Институт математики им. 
С. Л. Соболева Сибирского отделения РАН, Математический центр в Академгородке (г. Ново-
сибирск), Академия наук Республики Саха (Якутия), Восточно-Сибирский государственный 
университет технологий и управления. 

Научная программа конференции отразила широту научных интересов В. Н. Врагова и 
актуальные тенденции в математике и её приложениях. В конференции приняли очное и 
дистанционное участие ведущие ученые из научных центров России, а также из Китая, Уз-
бекистана, Казахстана, Монголии и других стран. Доклады были посвящены как глубоким 
теоретическим исследованиям в области дифференциальных уравнений, так и решению 
сложных прикладных задач в физике, механике, биологии, экологии и экономике с помощью 
современных методов математического моделирования. 

Организаторы конференции выражают искреннюю благодарность всем участникам, 
членам Программного и Организационного комитетов за плодотворную работу и ценный 
вклад в развитие математической науки. 

Мы надеемся, что данный сборник будет полезен специалистам в области дифференци-
альных уравнений и математической физики, а также послужит стимулом для новых иссле-
дований, продолжая лучшие традиции научной школы, к которой принадлежал Владимир 
Николаевич Врагов.  

Таким образом, данный сборник – это не просто отчет о конференции, а важный кир-
пич в здание той «незримой коллективной памяти» научного сообщества, которая и обеспе-
чивает преемственность и прогресс. Он будет одинаково ценен как для ветеранов, лично 
знавших В. Н. Врагова, так и для молодых исследователей, для которых его имя – это уже 
история, воплощенная в актуальных научных проблемах. 

Председатель Программного комитета III Международной научной конференции 
«Дифференциальные уравнения и математическое моделирование»  А. И. Кожанов 
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Äëÿ îäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèï-
òè÷åñêîãî òèïà çàäà÷à Äèðèõëå íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, ïî êðàéíåé
ìåðå, ëîêàëüíî (â ìàëîé îáëàñòè). Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì îêàçàëîñü, ÷òî ñâîéñòâà
ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ îä-
íîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (1)-(2):

uxx − uyy − 2vxy = 0 (1)

vxx − vyy + 2uxy = 0, (2)

êîòîðóþ ðàññìîòðåë À.Â.Áèöàäçå, è êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå "ñèñòåìà Áèöàäçå". Äëÿ
íåå çàäà÷à Äèðèõëå â êðóãå èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé (ò.å. ýëëèïòè÷íîñòü
ñèñòåìû íå îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è).
Äëÿ ñèñòåì

(−1)i∆ui + 2
∂

∂xi
(
n∑
j=1

(−1)j−1∂uj
∂xj

) = 0. (3)

−∆ui + 2
∂

∂xi
(
n∑
j=1

∂uj
∂xj

) = 0. (4)

(−1)i∆ui + λ
∂

∂xi
(
n∑
j=1

(−1)j−1∂uj
∂xj

) = 0, (5)

−∆ui + λ
∂

∂xi
(
n∑
j=1

∂uj
∂xj

) = 0. (6)

ïîëó÷èì â öåëîì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äâóõñëîéíàÿ è îäíîñëîéíàÿ ïëàñòèíà, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
ïåðèîäè÷åñêèé òåïëîâîé ïîòîê, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èäåàëüíûé òåïëîâîé êîíòàêò,
àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ðÿä Ôóðüå, òåìïåðàòóðíûå âîëíû.

Èññëåäóåòñÿ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ê óñòàíîâèâøåìóñÿ ïåðèîäè÷åñêîìó òåïëîâîìó
ðåæèìó â ñòåíêàõ ïëàñòèíû ïðè âîçäåéñòâèè íà îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé ïåðèîäè÷åñêî-
ãî áûñòðîóáûâàþùåãî òåïëîâîãî ïîòîêà. Ýòà çàäà÷à ìîäåëèðóåò â ñòåíêàõ âçðûâíûõ
êàìåð ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå äåòîíàöèè
ãîðþ÷èõ ñìåñåé [1, 2]. Çàäà÷à èìååò òàêæå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ
âûÿâëåíèÿ âðåìåíè ïåðåõîäà â ¾ðàáî÷èé ðåæèì¿ è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ
óñòàíîâèâøåãîñÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà
äðóãîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå òåïëîâîé çàùèòû â âèäå òîí-
êîãî âíóòðåííåãî ñëîÿ èç ìàòåðèàëà ñ âûñîêîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ íà ïîâåðõíîñòè
âîçäåéñòâèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå òåìïåðàòóðû.
Çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ è àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ãäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ, äîñòàòî÷íî óäàëåííûé îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Íà ðèñ.1
ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé
äåéñòâóåò òåïëîâîé ïîòîê çà 5 öèêëîâ åãî âîçäåéñòâèÿ (100 ñåê). Ïðè÷åì ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àé îäíîñëîéíîé (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ 1) è äâóõñëîéíîé (êðèâàÿ
2) ïëàñòèí. Ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè òåïëîâîãî
ïîòîêà ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî âûõîä íà ïåðèîäè÷åñêèé òåìïåðàòóðíûé
ðåæèì ïðîèñõîäèò çà 5-6 öèêëîâ âîçäåéñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî òåïëîâîãî ïîòîêà.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ïîëó÷åííîå óñòàíîâèâøååñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå áûëî ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè, ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííûõ
ôóíêöèé [3, 4].
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòè

Ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè èõ õîðîøåå ñîâïàäåíèå. Äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû
ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïðè ïåðâîì âîçäåéñòâèè òåïëîâîãî ïîòîêà áîëåå, ÷åì íà 1000 Ñ.

Ëèòåðàòóðà

1. Fickett W., Davis W.C. Detonation: Theory and Experiment. Dover Publications, 2000. 386
ñ.

2. Smirnov N.N., Nikitin V.F. Numerical simulation of detonation wave structures in
hydrogen�air mixtures // Combustion, Explosion, and Shock Waves. 2005. � 41(4).
Ñ.405�412. DOI: 10.1007/s10573 005 0146 7

3. Ïîäñòðèãà÷ ß.Ñ., Ëîìàêèí Â.À., Êîëÿíî Þ.Ì. Òåðìîóïðóãîñòü òåë íåîäíîðîäíîé
ñòðóêòóðû. Ì.: Íàóêà, 1989. 250 ñ.

4. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Îáîáùåííûå ôóíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. - Ì.: Íàóêà, 1979.
310 ñ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå ïëîñêèì ïîòåíöèàëüíûì
ïîòîêîì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïðîôèëÿ, êîëåáëþùåãîñÿ êàê òâåð-
äîå òåëî ñ ìàëîé àìïëèòóäîé ïî íåêîòîðîìó ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âåëè÷èí ñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè è àìïëèòóäíîãî çíà÷åíèÿ íåñòàöèîíàðíîé îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà [1]-[3], îñíîâàííûé íà çàìåíå ïðîôèëÿ âïèñàííûì N-óãîëüíèêîì ïðèâî-
äÿùåé ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êðèòè÷åñêàÿ ëèíèÿ òîêà ñòàöèîíàðíîãî
ïîòîêà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ äëÿ íåñòàöèîíàð-
íîé ÷àñòè, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Ïðè ýòîì íåñîáñòâåííûå èíòå-
ãðàëû âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè â ñðåäíèõ òî÷êàõ.
Âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ïðîôèëÿ áåç äåôîðìàöèè. Íà îñíîâå ðàáîòû [4]
âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë è ìîìåíòà,
äåéñòâóþùèõ íà êîëåáëþùèéñÿ ïðîôèëü. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñîçäàíû
àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ïðîãðàììà íà ÔÎÐÒÐÀÍ. ×èñëåííî ðàññ÷èòàíû ñòàöèîíàðíûå
è íåñòàöèîíàðíûå ÷àñòè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè, à òàêæå íåñòàöèîíàðíûå àýðîäèíà-
ìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé ñåìåéñòâà ïðîôèëåé ¾ÖÀ-
ÃÈ¿ ïðè ðàçíûõ òîëùèíàõ, ÷èñëàõ Ñòðóõàëÿ è óãëàõ çàêðó÷èâàíèÿ.
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íûõ ïðîôèëåé, âèáðèðóþùèõ â ïîòåíöèàëüíîì ïîòîêå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Èç-
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Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà è êî-
ýôôèöèåíòà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè â ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ íåëîêàëü-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü èññëåäîâàííûõ
àíàëîãè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàëèñü â ñëó÷àå ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè [1,2].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó c íåëîêàëüíûìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè

ut(x, t)− uxxt(x, t)− uxx(x, t) + q(t)u(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ ΩT , (1)

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ π, (2)

u(0, t) = u(π, t), ux(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3)

ãäå ΩT = {(x, t) | 0 < x < π, 0 < t ≤ T}, u0(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ q(t)−çàäàíà, F (x, t) = f(t)h(x, t), ãäå h(x, t)

� èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíêöèé {u(x, t), f(t)} èç óñëîâèé (1) �
(3) ïî ñëåäóþùåé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè

u(x0, t) = ψ(t), 0 < x0 < π, 0 ≤ t ≤ T. (4)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. u0(x) ∈ C4 [0, π] , u0(0) = u0(π), u
′
0(0) = 0, ψ(t) ∈ C1[0, T ], u0(x0) = ψ(0),
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2. q(t) ∈ C[0, T ], h(x, t) ∈ C(2,1)(Ω̄T ), |h(x0, t)| ≥ h0 > 0, ∀t ∈ [0, T ], h(0, t) =
h(π, t) = 0, h

′′
(0, t) = h

′′
(π, t) = 0.

Òîãäà ïðè íåêîòîðîì T > 0, îïðåäåëÿåìûìè èçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè, ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è 1 íà îòðåçêå [0, T ] ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò êëàññó
C[0, T ].
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, t)−çàäàíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíê-

öèé {u(x, t), q(t)} èç óñëîâèé (1) � (4).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. u0(x) ∈ C4 [0, π], u0(0) = u0(π), u
′
0(0) = 0, ψ(t) ∈ C1[0, T ], u0(x0) = ψ(0),

2. F (x, t) ∈ C(2,1)(Ω̄T ),|ψ(t)| ≥ ψ0 > 0, ∀t ∈ [0, T ], F (0, t) = F (π, t) = 0,F ′′(0, t) =
F ′′(π, t) = 0.

Òîãäà ïðè íåêîòîðîì ìàëîì T > 0, îïðåäåëÿåìûìè èçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè, ðå-
øåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 2 íà îòðåçêå [0, T ] ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðèíàäëåæèò
êëàññó C[0, T ].
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Áëàãîäàðíîñòè Ðàáîòà âûïîëíåíà ÷àñòè÷íî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà
íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà êàòàëèçà
èì. Ã. Ê. Áîðåñêîâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWUR-2024-0037).

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî òåîðåòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî
ðåâåðñ-ïðîöåññà â íåïîäâèæíîì ñëîå êàòàëèçàòîðà. Tàêîé ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ ãàçîâîãî ïîòîêà [1], ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìè-
ðîâàíèþ óñòîé÷èâûõ ïðîôèëåé òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè â ðåàêòîðå. Îñíîâíûìè
ïàðàìåòðàìè óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ÿâëÿþòñÿ âûñîòà ñëîÿ êàòàëèçàòîðà H è ëèíåé-
íàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà ãàçà v.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ äëÿ ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êî-

òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî ÷àñòîìó èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ ïîòîêà. Çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å ñ äîïîëíèòåëüíî ââåäåííûì ïàðàìåòðîì (ïîëó÷åííàÿ íà âû-
õîäå èç ñëîÿ ñòåïåíü ïðåâðàùåíèÿ âåùåñòâà) äëÿ ñèñòåìû äâóõ íåëèíåéíûõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè
âåùåñòâà íà èíòåðâàëå [0, H], ïðè÷åì H ìîíîòîííî çàâèñèò îò ââåäåííîãî ïàðàìåò-
ðà. Ýòî ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû
îò H ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàíîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà ãàçà v.
Â ðàáîòå îáîñíîâàíà ñèììåòðè÷íîñòü ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû èíòåðâàëà.

ïðîâåäåí àíàëèç îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ (H, v), â êîòîðîé, êàê ïîêàçàíî
â [2, 3], âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå òðåõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
íàëè÷èè ìíîæåñòâåííîñòè ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ ðåâåðñ-ïðîöåññà.
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×èñëåííî îáíàðóæåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (H, v),
íà êîòîðûõ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ðåçêèé ñêà÷îê òåì-
ïåðàòóðû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìîé
ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðîé, èìååòñÿ äâå êðèâûå ñêëàäîê, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóåò òî÷êå ñáîðêè Óèòíè. Â ðàáîòå ÷èñëåííî ïîñòðîåíû ãðàíèöû îáëàñòè
ìíîæåñòâåííîñòè ðåøåíèé.
Íîâèçíà íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêîé ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè, à èìåííî, ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé
òåìïåðàòóðû îò ëèíåéíîé ñêîðîñòè ïîòîêà v ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ H.

Tàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî íåëîêàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà
(çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû îò (H, v)), ÷èñëåííî ïîëó÷åíû íå òîëüêî
S-îáðàçíûå êðèâûå, íî è èçîëèðîâàííûå ñåìåéñòâà ðåøåíèé â ñå÷åíèÿõ H =const
ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Ëèòåðàòóðà

1. Ìàòðîñ Þ. Ø. Êàòàëèòè÷åñêèå ïðîöåññû â íåñòàöèîíàðíûõ óñëîâèÿõ. Íàóêà, Íîâîâî-
ñèáèðñê, 1987.

2. ×óìàêîâà Í. À., Ìàòðîñ Þ. Ø. Î ñêîëüçÿùèõ ðåæèìàõ â ìîäåëè êàòàëèòè÷åñêîãî
ïðîöåññà // Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Èíñòèòóò ìà-
òåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, 1990. Ñ. 88�111.

3. ×óìàêîâà Í. À. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàêòîðîâ ñ íåïîäâèæíûì ñëîåì êà-

òàëèçàòîðà ïðè çàäàííîì ãèäðàâëè÷åñêîì ñîïðîòèâëåíèè. Àâòîðåôåðàò äèññ. ... êàíä.

òåõ. íàóê. ÈÊ ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, 1995.
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ÓÄÊ 517.444

Íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ðàäîíà

© Àíèêîíîâ Äìèòðèé Ñåðãååâè÷

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ
Ðîññèÿ, 630008, Íîâîñèáèðñê, Ïð. àê. Êîïòþãà, 4
anik@math.nsc.ru

Áëàãîäàðíîñòè: Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ïðîãðàììå ãîñçàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ FWNF-2022-
0009

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè ïî ãèïåðïëîñ-
êîñòÿì â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îíî íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíå-
íèå â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ çîíäèðîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ñðåä ôèçè÷åñêèìè ñèãíàëàìè.
Ïðè ýòîì îñíîâíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò. å. ïðîáëåìà
íàõîæäåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî çàäàííîìó ñåìåéñòâó èíòåãðàëîâ. Âåðî-
ÿòíî, ñàìûì èçâåñòíûì òàêèì ïðèìåíåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðåíòãåíîâñêàÿ òîìîãðàôèÿ äëÿ
ìåäèöèíû è ïðîìûøëåííîñòè. Ê äðóãèì îáëàñòÿì ïðèìåíåíèÿ ìîæíî îòíåñòè äåôåê-
òîñêîïèþ, ãåîëîãèþ, ãåîôèçèêó è ýêîëîãèþ.
Â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ áîëåå ÷àñòîìó ïðèìåíåíèþ â îñíîâíîì ïðåïÿòñòâóåò íåäî-

ñòàòî÷íîå èññëåäîâàíèå ñàìîé òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà. Îäíèì èç èìåþùèõñÿ
íåäîñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå äîêàçàííûõ ôîðìóë îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðà-
äîíà äëÿ âàæíîãî ñëó÷àÿ íåãëàäêèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
íàïðàâëåíà íà óñòðàíåíèå ýòîãî ïðîáåëà. Ñîîáùåíèå ñîäåðæèò íîâûå ôîðìóëû îáðà-
ùåíèÿ â êëàññå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé äëÿ ÷åòíî ìåðíîãî è íå÷åòíî ìåðíîãî îáúåìëþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ÷åòíî ìåðíûé
ñëó÷àé â íåêîòîðûõ àñïåêòàõ òðóäíåå íå÷åòíî ìåðíîãî. Ê ýòèì ôîðìóëàì äîáàâëÿ-
åòñÿ ìåòîä ïîäúåìà, ïîçâîëÿþùèé ñâîäèòü ïðîáëåìó îáðàùåíèÿ îò ÷åòíî ìåðíîãî
ñëó÷àÿ ê íå÷åòíî ìåðíîìó. Ïîýòîìó äëÿ èññëåäîâàòåëÿ, èñïîëüçóþùåãî ðàçðûâíûå
ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ìîæíî ïîñîâåòîâàòü ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ðåêî-
ìåíäàöèè. Â íå÷åòíî ìåðíîì âàðèàíòå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ. Â ÷åòíî ìåðíîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê
íå÷åòíî ìåðíîìó âàðèàíòó è òîëüêî ïîòîì ïðèìåíèòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ. Òåîðå-
òè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðåäëàãàåìîé çäåñü êîíöåïöèè ñîäåðæèòñÿ â íåñêîëüêèõ ïóá-
ëèêàöèÿõ àâòîðà è ïîêà íàõîäèòñÿ â ïå÷àòè.
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ÓÄÊ 517.9

Îäíà òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ ïåðåìåííîé
ãëàäêîñòüþ

© Àðòþøèí Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
àññèñòåíò
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ðîññèÿ, 630090, Íîâîñèáèðñê, óë. Ïèðîãîâà, 2
alesxp3@yandex.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðîáíûå ïðîèçâîäíûå, ïåðåìåííàÿ ãëàäêîñòü, ïåðåìåííûé ïîêàçà-
òåëü ñóììèðóåìîñòè, òåîðåìû âëîæåíèÿ.

Ïóñòü Q = (0, T ) × (0, 1), 0 < ν, µ < 1, 1 < p < ∞. Ïóñòü u(t, x) ∈ Lp(Q) òàêîâà,
÷òî

∂νt u(t, x) ∈ Lp(Q), ∂µxu(t, x) ∈ Lp(Q).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1

p
>

νµ

ν + µ
,

è ïîëîæèì
1

q
=

1

p
− νµ

ν + µ
.

Òîãäà, ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå âëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå u(t, x) ∈ Lq(Q).
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé ïåðåìåííûõ ïîêàçàòåëåé ãëàäêîñòè ν = ν(x), µ =

µ(t). Âîïðîñû òàêîãî ðîäà âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ äðîáíîé
äèôôóçèè ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ïðîèçâîäíîé

∂
ν(x)
t u(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x).

Â ðàáîòå [1] áûë ðàññìîòðåí äîêðèòè÷åñêèé ñëó÷àé 0 < ν(x), µ(t) < 1/p. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïðè ìèíèìàëüíûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïåðåìåííûõ ïîêàçàòåëé
èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòè íåðàâåíñòâà ìîãóò íàðó-

øàòüñÿ. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ òåîðåìà âëîæåíèÿ îñòàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâîé.

Ëèòåðàòóðà

1. Àðòþøèí À. Í. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Lp(·)(Lq(·)) è òåîðåìû âëîæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ ïåðåìåííîé ãëàäêîñòüþ // Ñèá. ìàò. æóð. 2025. � 1. Ò. 66, Ñ.
3�16. DOI: 10.33048/smzh.2025.66.101.

14



ÓÄÊ 517.95

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ
èíâîëþòèâíûì îòêëîíåíèåì

© Àòòàåâ Àíàòîëèé Õóñååâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå äîöåíò,
âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ÊÁÍÖ ÐÀÍ
Ðîññèÿ, 360017, Íàëü÷èê, óë. Øîðòàíîâà, 89À
attaev.anatoly@yandex.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîå óðàâíåíèå, íàãðóæåííîå óðàâíåíèå, êðàåâûå çàäà÷è, èíâî-
ëþòèâíîå îòêëîíåíèå, çàäà÷à Êîøè, çàäà÷à Ãóðñà, çàäà÷à Äàðáó, ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå,
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàãðóæåííîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ èí-
âîëþòèâíûì îòêëîíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà

uxx − uyy = λu(x0, 1− y) (1)

â îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè x − y = 0, x + y = 1 è îòðåçêîì ïðÿ-
ìîé y = 0 èññëåäóþòñÿ êëàññè÷åñêèå çàäà÷è Êîøè, Ãóðñà è Äàðáó. Â ïðÿìîóãîëüíîé
îáëàñòè îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x = 0, x = l è y = 0, y = T èññëåäóåòñÿ
çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óïðàâ-
ëåíèé µ(y) = u(0, y), ν(y) = u(l, y), êîòîðûå çà ìèíèìàëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
ïåðåâîäÿò ñèñòåìó (1),

u(x, 0) = φ0(x), uy(x, 0) = ψ0(x)

èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

u(x, T ) = φ1(x), uy(x, T ) = ψ1(x).
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ÓÄÊ 517.956.35

Î åäèíñòâåííîñòè êîíñåðâàòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ
êàñêàäíîé ñèñòåìû òåë íà óïðóãîì ñòåðæíå

© Áàðãóåâ Ñåðãåé Ãàâðèèëîâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå äîöåíò,
äîöåíò êàôåäðû Âûñøåé ìàòåìàòèêè è îáùåïðîôåññèîíàëüíûõ äèñöèïëèí
Áóðÿòñêèé èíñòèòóò èíôîêîììóíèêàöèé (ôèëèàë) ¾Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò òåëåêîììóíèêàöèé è èíôîðìàòèêè¿
ã. Óëàí-Óäý óë. Òðóáà÷ååâà 152.
barguev@yandex.ru

© Õàíõàñàåâ Âëàäèñëàâ Íèêîëàåâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå äîöåíò,
äîöåíò êàôåäðû Ìàòåìàòèêè èì. Ö.Á. Øîéíæóðîâà
Âîñòî÷íî-Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò òåõíîëîãèé è óïðàâëåíèÿ,
Ðîññèÿ, Óëàí-Óäý, 670033 óë. Êëþ÷åâñêàÿ, ä. 40B, ñòð. 1
äîöåíò êàôåäðû Ôóíäàìåíòàëüíîé Ìàòåìàòèêè
Áóðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Äîðæè Áàíçàðîâà,
Ðîññèÿ, Óëàí-Óäý, 670000, óë. Ñìîëèíà, ä. 24à
hanhvladnick@mail.ru.

© Áàèðîâ Ñàôðîí Àíàòîëüåâè÷

ñîèñêàòåëü êàôåäðû Ìàòåìàòèêè èì. Ö.Á. Øîéíæóðîâà,
Âîñòî÷íî-Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò òåõíîëîãèé è óïðàâëåíèÿ,
Ðîññèÿ, Óëàí-Óäý, 670033 óë. Êëþ÷åâñêàÿ, ä. 40B, ñòð. 1
bairov.sofron@gmail.com.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, óïðóãèé ñòåðæåíü, òâåðäûå òåëà, ãèáðèä-
íàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáîáùåííîå ðåøåíèå, åäèíñòâåííîñòü, êîíñåð-
âàòèâíîñòü.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, çàïèñû-
âàåìûõ â âèäå êîíå÷íûõ ðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì èëè ôîðìàì íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû óïðóãîãî ñòåðæíÿ ñ çàêðåïëåííûì íà íåì
ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êàñêàäíî ðàñïîëîæåííûõ òâåðäûõ òåë. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ
óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýòèõ ñîáñòâåííûõ ôîðì. Ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ óêàçàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé
âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà, èìååò âèä:

m1z̈1 + c1 (z1 − u(a, t))− c2 (z2 − z1) = 0,
miz̈i + ci (zi − zi−1)− ci+1 (zi+1 − zi) = 0, (i = 2, . . . , n− 1),
. . .
mnz̈n + cn (zn − zn−1) = 0,

ρF ∂2u
∂t2

+ EI ∂
4u
∂x4

= c1 (z1 − u(x, t)) δ(x− a),

(1)
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ãäå zi = zi(t) - ñìåùåíèå òâåðäûõ òåë, u = u(x, t) -ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ òî÷åê
ñòåðæíÿ, x -êîîðäèíàòà òî÷åê ñòåðæíÿ, t - âðåìÿ, mi - ìàññà i-ãî òâåðäîãî òåëà,
ci -êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè ïðóæèí, ρ -ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, F -ïëîùàäü ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, E - ìîäóëü óïðóãîñòè ñòåðæíÿ, J - ìîìåíò èíåðöèè ñå÷å-
íèÿ ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè, a - êîîðäèíàòà òî÷êè çàêðåïëåíèÿ íà
ñòåðæíå ñèñòåìû òâåðäûõ òåë, δ(x− a) - ôóíêöèÿ Äèðàêà.
Êðàåâûå óñëîâèÿ âûðàæàþò îáðàùåíèå â íóëü íà êîíöàõ ñòåðæíÿ äëèíû äîïóñòè-

ìûõ ÷åòûðåõ êîìáèíàöèé èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé:

u(0, t), u(l, t), ux(0, t), ux(l, t), uxx(0, t), uxx(l, t), uxxx(0, t), uxxx(l, t). (2)

Çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

zmi(0) = zmi0, i = 1, 2, . . . , n,
z′mi(0) = z′mi0, i = 1, 2, . . . , n,
um(x, 0) = φm(x),
umt(x, 0) = ψnt(x).

(3)

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (3,2,3) îïèñûâàåò èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû óïðóãîãî
ñòåðæíÿ ñ êàñêàäíî (äðóã íà äðóãå) ðàñïîëîæåííûìè òâåðäûìè òåëàìè, çàêðåïëåí-
íûìè íà íåì è ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ ïðóæèí. Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàëàñü ñèñòåìà
ñ óïðóãèì ñòåðæíåì è îäíèì òåëîì, ðàñïîëîæåííûì íà í¼ì.
Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êîððåêòíî ïîñòàâ-

ëåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è è âûâîäèòñÿ óñëîâèå êîíñåðâàòèâíîñòè ïðèâåäåííîé
ãèáðèäíîé ñèñòåìû:

ut(l, t)uxxx(l, t)− ut(0, t)uxxx(0, t)+
+uxt(0, t)uxx(0, t)− uxt(l, t)uxx(l, t) = 0.

Ëèòåðàòóðà

1. Barguev, S. G., Khankhasaev V. N., Bairov S. A., Existence and Uniqueness of a Generalized
Solution to the Initial-Boundary Value Problem Describing Oscillations of Hybrid System
Consisting of Elastic Rod with Attached Rigid Body // Journal of Mathematical Sciences. �
2024. � Vol. 284, No. 2. � P. 196-215. � DOI 10.1007/s10958-024-07343-2. � EDN RXTUWO.
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äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå ïðîôåññîð,
ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêà èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ
Ðîññèÿ, 630090, Íîâîñèáèðñê, ïð. Êîïòþãà, 4
kozhanov@math.nsc.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, âûðîæäåíèå, êðàåâûå çàäà-
÷è, ðåãóëÿðíûå ðåøåíûõ, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà èíòåãðî - äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

h1(t)utt(t) + h0(t)ut(t) + c(t)u−
t∫

0

R(t, τ)u(τ)dτ = f(t),

h1(t)utt(x, t) + h0(t)∆u(x, t) + c(x, t)u−
t∫

0

R(t− τ)∆u(x, τ)dτ = f(x, t),

â êîòîðûõ t ∈ (0, T ), ôóíêöèè h1(t) è h0(t) ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà îòðåçêå [0, T ],
∆- îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.Äëÿ èçó÷à-
åìûõ çàäà÷ áóäóò äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèé-òî åñòü ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ.Ë.Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå,
âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.
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êëàññ Æåâðå, çàäà÷à Êîøè

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-
2022-0008).

Äîêàçàíà êîððåêòíîñòü â êëàññå Æåâðå çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè êî-
íå÷íîãî îñåñèììåòðè÷íîãî îáú¼ìà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ( �êàïëè�) ïîä
äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî èìïóëüñà äàâëåíèÿ. Ò.å. äàíî ñòðîãîå îïèñàíèå íà÷àëüíîé ñòà-
äèè äâèæåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé êàïëè, ïðåäøåñòâóþùåé ìîìåíòó å¼ ýâîëþöèîííîãî
ðàçðóøåíèÿ (�blow-up�). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ìîòèâèðîâàííî âûñêàçàòü
êîíñòðóêòèâíóþ ãèïîòåçó î âîçìîæíîì õàðàêòåðå çàðîæäåíèÿ îñîáûõ òî÷åê (ñèí-
ãóëÿðíîñòåé) ðåøåíèÿ çàäà÷è ïóò¼ì îðãàíèçàöèè àíàëèòè÷åñêîãî åãî ïðîäîëæåíèÿ
èç îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 �äàëåêî� ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì êëàññ Æåâðå ñ ïàðàìåò-
ðîì 2 > α > 1 ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïðîáëåìó ñ ôèíèòíûìè áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè
äàííûìè Êîøè.
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êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
Ñèáèðñêèé óíèâåðñèòåò ïîòðåáèòåëüñêîé êîîïåðàöèè (ÑèáÓÏÊ)
Ðîññèÿ, 630087, Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé îêðóã, Íîâîñèáèðñêàÿ îáëàñòü, ã. Íîâîñèáèðñê,
ïðîñïåêò Êàðëà Ìàðêñà, 26

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ íåéòðî-
íîâ äëÿ àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ â ñëó÷àå ïëîñêî�ïàðàëëåëüíîé ãåîìåòðèè [1-3].

∂u

∂t
+ µ

∂u

∂x
+ σ(x)u = Su, x ∈ R, t ∈ R+ (1)

ãäå

Su =
1

4π
σs(x)

∫ 2π

0

∫ 1

−1

g(x, µ0)u(x, t, µ
′) dµ′ dϕ

ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u|t=0 = ϕ(x, µ) (2)

u|t=0 = 0, ïðè µ > 0, u|t=H = 0, ïðè µ < 0 (3)

Ïóñòü u(x, t, µ)-ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ïîëíóþ â (−1, 1)
ñèñòåìó ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà {Pi},è ðàçëîæåíèå Ôóðüå [3]

ϕ(x, t, µ) =
∞∑
i=1

2i+ 1

2
ϕi(x, t)Pi−1(µ) (4)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (4) èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ áåñêîíå÷-
íóþ ñèñòåìó ñèììåòðè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ïî Ôðèäðèõñó îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ {ϕi(x, t)} [2].

B
∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
+ Cu = Bf (5)

B = diag(1, 3, 5, . . . , 2n− 1), ū = (u1, u2, . . . , un)

A = (aij), ai,i+1 = ai+1,i = i, aij = 0 èíà÷å

C = diag

(
σ(x)− 1

2
σs(x), 3

(
σ(x)− 1

2
σs(x)

)
, . . . , (2n− 1)

(
σ(x)− 1

2
σs(x)

))
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Ñîãëàñíî ãðàäèåíòíîìó ìåòîäó äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è [4,6,7] ñèñòåìû ìå-
òîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÌÃ) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë

J(σ) =

∫ T

0

∫ 1

−1

[u(t, 0, µ, σ)− α(t, µ)]2 dµ dt (6)

Ïîñòàðàåìñÿ íàéòè σ(x) ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë ïðèíèìàë áû ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå.

Ëèòåðàòóðà

1. Ðîìàíîâ Â.Ã, Êàáàíèõèí Ñ.È, Áîáîåâ Ê.Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ Pn-ïðèáëèæåíèÿ êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. ÄÀÍ ÑÑÑÐ ò. 276, �2, - 1984.
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549ñ.

6. Áîáîåâ Ê.Ñ. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ îäíîé îá-
ðàòíîé çàäà÷è äëÿ ïðèáëèæåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà.// Òðóäû ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãåîôèçè-
êà¿.Íîâîñèáèðñê:Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè
ÑÎ ÐÀÍ,2018.-ñ.68-71.

7. Áîáîåâ Ê.Ñ. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íåéòðî-
íîâ ìåòîäîì îïòèìèçàöèè. Â ñá. ìàòåðèàëîâ Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Íîâûå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè åñòåñòâåííûõ íàóê è èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé¿, Äóøàíáå Ðîññèéñêî-Òàäæèêñêèé (Ñëàâÿíñêèé) óíèâåðñèòåò 2023-ñ.16-18.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, êðàåâàÿ çàäà÷à, îáîáùåííîå ðå-
øåíèå, àíèçîòðîïíîå ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáîáùåííîå óðàâíåíèå Áóññèíåñêà.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëàøå-
íèå No 075-15-2025-349 ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííîãî
îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé:

(a0I + a1∆+ a2∆
2)D2

t u+ (b0I + b1∆+ b2∆
2)Dtu

+(d0I + d1∆+ d2∆
2 + d3∆

3)u = f(t, x),

u

∣∣∣∣
t=0

= φ1(x), Dtu

∣∣∣∣
t=0

= φ2(x),

u

∣∣∣∣
S

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0,
∂2u

∂ν2

∣∣∣∣
S

= 0,

(1)

â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè

QT = {(t, x) ∈ Rn+1
+ : t ∈ (0, T ), x ∈ G ⊂ Rn},

ãäå a21 − 4a0a2 < 0, a2b0 ≥ 0, a2b1 ≤ 0, a2b2 ≥ 0, a2d0 ≥ 0, a2d1 ≤ 0, a2d2 ≥ 0,
a2d3 < 0. Çäåñü G �îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G, ν �åäèíè÷íûé
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê S = {t ∈ (0, T ), x ∈ ∂G} .
Ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñòðîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Ýòîò êëàññ óðàâíåíèé áûë ââåäåí â ìîíîãðàôèè [1]. Â íàó÷íîé ëèòåðà-
òóðå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÷àñòî èìåíóþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî
òèïà, ÷òî îáóñëîâëåíî ïèîíåðñêèìè èññëåäîâàíèÿìè Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [2] äëÿ óðàâíå-
íèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.
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Óðàâíåíèå (1) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åñòü ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà [3], êîòîðîå îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà èçó÷àëàñü â [4, 5, 6].
Â ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è (1) â àíèçîòðîïíîì ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå

W 1,3
2,add(QT ) = {u(t, x) ∈ W 1,3

2 (QT ) : ∃Dt∆u(t, x) ∈ L2(QT )}

è óñòàíàâëèâàåì îöåíêè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(t, x) ∈ L2(QT ), φ1(x) ∈
o

W 3
2 (G), φ2(x) ∈

o

W 2
2 (G). Òîãäà êðàåâàÿ

çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(t, x) ∈ W 1,3
2,add(QT ), ïðè ýòîì

âûïîëíåíà îöåíêà

∥u(t, x),W 1,3
2 (QT )∥+ ∥Dt∆u(t, x), L2(QT )∥ ≤ c

(
∥f(t, x), L2(QT )∥

+∥φ1(x),W
3
2 (G)∥+ ∥φ2(x),W

2
2 (G)∥

)
,

ãäå c > 0�êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f(t, x), φ1(x), φ2(x).
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) ìû ïðî-

âîäèì ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà.
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Áëàãîäàðíîñòè
Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-21-00370.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

L(Dt, Dx)U = F (t, x),

U |t=0 = Φ(x), DtU |t=0 = Ψ(x),
(1)

L(Dt, Dx) èìååò âèä

L(Dt, Dx) =

 I − α1D
2
x 0 ε1

0 I − α2D
2
x −ε2

ε1 −ε2 I − α3D
2
x

D2
t +

 l11 l12 l13
l12 l22 l23
l13 l23 l33

D4
x,

ãäå 0 < ε21 + ε22 < 1, αj > 0, j = 1, 2, 3, è ìàòðèöà (lij) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ íå ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
[1]. Âïåðâûå ñèñòåìà (1) ðàññìàòðèâàëàñü â [2] ïðè lij = 0, i ̸= j. Îíà âîçíèêàåò ïðè
îïèñàíèè ïîïåðå÷íûõ èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèè óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Â ðàáîòå
[3] èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû âèäà (1).
Â õîäå èññëåäîâàíèÿ äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà1.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè U(t, x) ∈ W 2,4
2, γ(R

2), γ > 0, òàêîé, ÷òîD2
tD

2
xU(t, x) ∈

L2,γ(R
2), èìååò ìåñòî îöåíêà

γ
∥∥∥(1 + ξ2)(|η|+ γ + |ξ|)Ûγ(η, ξ), L2(R

2)
∥∥∥ ≤ c

∥∥L(Dt, Dx)U(t, x), L2,γ(R
2)
∥∥
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ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùåé îò U(t, x).

Òåîðåìà2. Ïóñòü F (t, x) ∈ W 0,1
2,γ (R

2
+), Φ(x) ∈ W 4

2 (R), Ψ(x) ∈ W 3
2 (R). Òîãäà çàäà-

÷à Êîøè (1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â W 2,4
2,γ (R

2
+), γ > 0, òàêèõ, ÷òî D2

tD
2
xU ∈ L2,γ(R

2
+),

äëÿ ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî îöåíêà:

∥U(t, x),W 2,4
2,γ (R

2
+)∥+ ∥D2

tD
2
xU(t, x), L2,γ(R

2
+)∥

≤ c(γ)

(
∥Φ(x),W 4

2 (R)∥+ ∥Ψ(x),W 3
2 (R)∥+ ∥F (t, x),W 0,1

2,γ (R
2
+)∥
)
,

ãäå c(γ) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû è γ.
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Â [1],[2] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ èí-
òåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ýòèõ çàäà÷ ê èíòåãðàëüíûì óðàâ-
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öèîíàë ïîãðåøíîñòè, ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, íîðìà, îïòèìàëüíîñòü.

Ðàíåå â [1] áûëà ïîëó÷åíà íîðìà îïòèìàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà ïî-
ãðåøíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L̃mp (∆) è óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîïóòñòâóþùåãî ÷èñëà
◦
C, âõîäÿùåãî â ýòó íîðìó.
Çäåñü ðàññìîòðåíû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè p = 1, p = ∞. Ïîëó÷åíà íîðìà îïòèìàëü-

íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè â ïðñòðàíñòâàõ L̃m∞(∆) è L̃m1 (∆), à
òàêæå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ñîïóòñòâóþùåãî ÷èñëà.
Ïóñòü ∆ = {x ∈ E : 0 ≤ x < 1}.
Ïðîñòðàíñòâî L̃m∞(∆) - ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ åäèíè÷íûì ïåðèîäîì, èìåþùèõ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ (m − 1)-ãî ïîðÿäêà è ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííóþ
èçìåðèìóþ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ m-ãî ïîðÿäêà â ∆.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü l̃0(x) = 1−

∑
δ(x−β)- ïåðèîäè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ïîãðåøíîñòè,

ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó L̃m
∗

∞ (∆). Òîãäà ôóíêöèîíàë l̃0(xh) èìååò âèä

⟨l̃0(
x

h
), φ⟩ =

1∫
0

[Bm(x)−Bm(
1

4
)]φ(m)dx,∀φ ∈ L̃m∞(∆)

è åãî íîðìà ðàâíà

∥l̃0(
x

h
)∥L̃m∗

∞ (∆) = hm
1∫

0

|Bm(x)−Bm(
1

4
)|dx
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Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L̃m1 (∆) - ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, èìåþ-
ùèõ íà ∆̄ àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ (m − 1)-ãî ïîðÿäêà è îáîáùåííóþ
ïðîèçâîäíóþ m-ãî ïîðÿäêà, ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥φ∥L̃m
1 (∆) =

∫
∆

∥φ(m)∥dx

Òåîðåìà 2. Åñëè l̃0(x) - ïåðèîäè÷åñêèé ôóíêöèîíàë, ïðèíàäëåæàùèé L̃m
∗

1 (∆), òî

∥l̃0(x)∥L̃m∗
1 (∆) = maxx∈∆̄|Bm(x)+

◦
C |,

ãäå
◦
C=

Bm(0)+Bm(0,5)
2

.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå [2]

(Au)(x) = v(x), x ∈ C, (1)

â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî Hs(C) [1, 2], ãäå C ⊂ Rm � âûïóêëûé îñòðûé
êîíóñ, A � ìîäåëüíûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ñèìâîëîì A(ξ), óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèþ

c1(1 + |ξ|)α ≤ |A(ξ)| ≤ c2(1 + |ξ|)α, α ∈ R

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2,

(Au)(x) =

∫
Rm

∫
Rm

ei(x−y)·ξdξdy.

Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé êîíóñ Ca ⊂ R3 âèäà

Ca = {x ∈ R3 : x = (x1, x2, x3), x2 > a|x1|, x3 > 0, a > 0}.

Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóìåðíîãî êîíóñà Ca
+ = {x ∈ R2 : x =

(x1, x2), x2 > a|x1|, a > 0} è ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè R+ = {x3 ∈ R : x3 > 0}. Îòìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå ïîëóïðîñòðàíñòâà R3

+ ïîëíîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðèâåäåíî â
ðàáîòå [1].
Â êîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñèìâîë ó÷àñòâóåò

îïåðàòîð

(B3u)(x) = lim
∗
Ca∋τ→0

∫
R3

u(y1, y2, y3)dy

((x1 − y1 + iτ1)2 − a2(x2 − y2 + iτ2)2)(x3 − y3 + iτ3)
,
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îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ â áîëåå óçêîì êëàññå ïðè çàäàííîé
ïðàâîé ÷àñòè v ∈ Hs−α(C).
Ââåäåì îïåðàòîð

(B2u)(x) = lim
∗
Ca

+∋(τ1,τ2)→0

∫
R2

u(y1, y2, y3)dy1y2
((x1 − y1 + iτ1)2 − a2(x2 − y2 + iτ2)2)

.

Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè

A(ξ) = A ̸=(ξ) · A=(ξ)

äëÿ ñèìâîëà A(ξ) [2], ñâÿçàííàÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì â ðàäèàëüíûå òðóá-
÷àòûå îáëàñòè íàä êîíóñîì [3].
Òåîðåìà. Ïóñòü ñèìâîë A(ξ) äîïóñêàåò âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî

êîíóñà Ca ñ èíäåêñîì æ òàêèì, ÷òî æ−s = −1+ε, |varepsilon| < 1/2. Òîãäà ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî â âèäå

w̃(ξ) =
1

A ̸=(ξ)(ξ3 + i)
(B2g̃1)(ξ1, ξ2) + ũ(ξ),

ãäå u ∈ Hs(Ca), g1 ∈ H1/2−ε(R2).
Ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

||u||s ≤ const ||v||+s−α, [g1]1/2−ε ≤ const ||v||+s−α,

ãäå [·]1/2−ε îáîçíà÷àåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå H1/2−ε(R2).
Ñëåäñòâèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hs(Ca) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

(B2g̃1((ξ1, ξ2) ≡ 0. (2)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (7) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

(A=ℓv)(x)|Ca
+
= 0,

ãäå ℓv � ïðîèçâîëüíîå ïðîäîëæåíèå v íàHs−α(C), è ýòèî óñëîâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïðîäîëæåíèÿ ℓ
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Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì íàó÷íûì ôîíäîì (ãðàíò �24-11-20002) è Ïðàâèòåëü-
ñòâîì ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè.

Ëèíåéíûé çàìêíóòûé ïëîòíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð A â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
Z íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì êëàññà Cα,R(ω) ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå ω ≥ 0, m − 1 <
α ≤ m ∈ N, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [4]:
(i) åñëè Reλ > ω, òî λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : (µ− A)−1 ∈ L(Z)};
(ii) ñóùåñòâóåò K ∈ R+, òàêîå, ÷òî ïðè Reλ > ω äëÿ âñåõ n ∈ N0 := N ∪ {0}∥∥∥∥ dndλn (λm−1(λα − A)−1

)∥∥∥∥
L(Z)

≤ KΓ(α−m+ n+ 1)

(Reλ− ω)α−m+n+1
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó òèïà Êîøè

Dα−1z(0) = z0, (1)

äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Dαz(t) = Az(t) + f(t), t ∈ (0, T ], (2)

ãäå α ∈ (0, 1], A ∈ Cα,R(ω), f : [0, T ] → Z, Dβ � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà �
Ëèóâèëëÿ ïðè β > 0 èëè äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïðè β ≤ 0. Ðåøåíèåì
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çàäà÷è (3), (2) íàçîâåì òàêóþ ôóíêöèþ z ∈ C((0, T ];DA) ∩ L1(0, T ;Z), ÷òî Dα−1z ∈
C([0, T ];Z) ∩ C1((0, T ];Z), âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è ðàâåíñòâî (2) ïðè t ∈ (0, T ].
Ïóñòü A ∈ Cα,R(ω), H(λ) := λm−1(λα − A)−1, äëÿ n ∈ N, t ∈ R+ îïðåäåëèì â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ôèëëèïñà [2, 3]

Sn(t) := e−nt
∞∑
k=0

(−1)k(n(n+ ω)t)k+1

k!(k + 1)!
H(k)(n+ ω).

Îïðåäåëèì Z(t) := s- lim
n→∞

Sn(t), t ∈ R+.

Òåîðåìà Ïóñòü α ∈ (0, 1], A ∈ Cα,R(ω), z0 ∈ DA, è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
(i) tα−1f(t) ∈ L1(0, T ;DA);
(ii) tα−1f(t) ∈ L1(0, T ;Z), f ∈ W 1

1 (0, T ;Z).
Òîãäà ôóíêöèÿ

z(t) = Z(t)z0 +

t∫
0

Z(t− s)f(s)ds.

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è òèïà Êîøè (3), (2).
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Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ
(ïðîåêò FWNF�2022�0015).

Â çàäà÷å ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ðàññìîòðåí ïîäõîä ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïóò¼ì ïåðåõîäà ê èçó÷åíèþ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ñ äâàæäû áåñêîíå÷íîé ìàòðèöåé èëè öèðêóëÿíòîì. Óñòàíîâëåíû ýôôåêòèâíûå
îöåíêè ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â p-íîðìå, à òàêæå îöåíêè p-íîðì îáðàò-
íûõ ìàòðèö ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé [1, 2]. Ïîëó÷åíî óñèëåíèå ðåçóëüòàòà
Þ.Í.Ñóááîòèíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä õîðîøî èçâåñòíûõ äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îöåíîê íîðì ðåøåíèÿ ÷åðåç âåëè÷èíó äèàãîíàëüíîãî ïðåîá-
ëàäàíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äâàæäû áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå
îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ
íà ïðÿìîé. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îá îöåíêàõ íîðì ðåøåíèé äîêàçàíû ñó-
ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ëèíåéíîãî èëè êâàäðàòè÷íîãî
ðîñòà, èíòåðïîëèðóþùåãî äàííûå ëèíåéíîãî èëè êâàäðàòè÷íîãî ðîñòà ñîîòâåòñòâåí-
íî, áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå óçëîâ ñåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå îöåíêè
ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè íà îòðåçêå ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèè íà âñåé
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé [3, 4].

Ëèòåðàòóðà

1. Âîëêîâ Þ.Ñ., Áîãäàíîâ Â.Â. Îöåíêè p-íîðì ðåøåíèé è îáðàòíûõ ìàòðèö ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé // Æóðíàë âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 2024. Ò. 64, � 8. Ñ. 1386�1395. DOI:
10.31857/S0044466924080042.

2. Âîëêîâ Þ.Ñ. Îöåíêè p-íîðì ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2024. Ò. 65, � 6. Ñ. 1153�
1163. DOI: 10.33048/smzh.2024.65.607.

33



3. Volkov Yu.S., Novikov S.I. Estimates for solutions of bi-in�nite systems of linear equations
// European Journal of Mathematics. 2022. Vol. 8, no. 2. P. 722�731. DOI: 10.1007/s40879-
021-00528-y.

4. Âîëêîâ Þ.Ñ., Íîâèêîâ Ñ.È. Îöåíêè ðåøåíèé áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè íà ïðÿìîé // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé æóðíàë. 2022. Ò. 63, � 4. Ñ. 814�830. DOI: 10.33048/smzh.2022.63.408.

34



ÓÄÊ 517.54

Ðåøåíèå ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè ñ âûðîæäàþùèìñÿ
ÿäðîì â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

© Âîðîíèí Àíàòîëèé Ôåäîðîâè÷

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ
Ðîññèÿ, 630090, Íîâîñèáèðñê, ïð. àê. Êîïòþãà, 4
voronin@math.nsc.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè, ïåðâûé è âòîðîé ðîä óðàâíå-
íèÿ, îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, íîñèòåëü ôóíêöèè, âûðîæäàþùååñÿ ÿäðî, ÿâíîå ðåøåíèå

Áëàãîäàðíîñòè Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ
(ïðîåêò FWNF-2022-0009).

Äëÿ m ≥ 1 ïîëîæèì

Rm
± := {t = (t1, ..., tm) ∈ Rm : ±tj > 0, j = 1,m},

M+ := {t ∈ Rm
+ : diam M± ≤ C <∞}, M− := −M+.

Ðàññìîòðèì íà M+ óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà (îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè u):

λu(t)− k ∗ u(t) = f(t), t ∈M+,

ãäå
λ ∈ {0, 1}, k ∈ L1

(
M− ∪M+

)
, f, u ∈ L1(M

+),

k ∗ u(t) =
∫
M+

k(t− s)u(s) ds.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî k(t) = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0, ãäå îêðåñòíîñòü
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì δ ∈ Rm

+ , ïðè÷åì íîëü ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ýòîé
îêðåñòíîñòè.
Â äîêëàäå íàéäåí àíàëîã èçâåñòíîé òåîðåìû Òèò÷ìàðøà î íîñèòåëÿõ â ñâåðòêå

äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà òèïà ñâåðòêè. Íàéäåíî òàêæå ÷àñò-
íîå ðåøåíèå (â ÿâíîì âèäå) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà òèïà ñâåðòêè ñ
ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, íîñèòåëü êîòîðîé ëåæèò íà çàäàííîì ìíîæåñòâå.
Äîêëàä ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðàáîòû àâòîðà [1].
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy

dt
= A(t)y + f(t, y), −∞ < t <∞, (1)

è ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

xn+1 = B(n)xn + g(n, xn), n ∈ Z = {0,±1,±2, . . .}. (2)

Ýëåìåíòû m×m-ìàòðèö A(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè T -ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöè-
ÿìè, ò. å.

A(t+ T ) ≡ A(t), t ∈ R,

è ìàòðè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {B(n)} èìååò ïåðèîä N , ò. å.

B(n+N) ≡ B(n), n ∈ Z.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíîðîäíûå ñèñòåìû (1), (2) ýêñïîíåíöèàëüíî äèõîòîìè÷íû
(ñì., íàïðèìåð, [1�3]).
Â ðàáîòàõ [4�6] áûëè óñòàíîâëåíû: êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè äëÿ

ñèñòåì âèäà (1) â òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè ñïåöèàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

d

dt
H +HA(t) + A∗(t)H = F (t), 0 < t < T, (3)

à òàêæå êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè äëÿ ñèñòåì âèäà (2) â òåðìèíàõ ðàç-
ðåøèìîñòè íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà

V (l)−B∗(l)V (l + 1)B(l) = G(l), l = 0, 1, ..., N − 1. (4)

Óñòàíîâëåííûå â [4�6] êðèòåðèè îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ ñïåêòðàëüíûõ êðèòå-
ðèåâ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè.
Íàøà öåëü � íà îñíîâå íîâûõ êðèòåðèåâ ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè èññëåäî-

âàòü ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì âèäà (1) è (2), ïîëó÷èòü îöåíêè èõ
ðåøåíèé, à òàêæå óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
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Â ðàáîòå áóäóò óñòàíîâëåíû ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåí-
íûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè

L(x,Dx)u =
(
aI +

∑
|β|=2

a0β(x)D
β
x

)
D2
t u+

∑
|β|=3

a1β(x)D
β
xDtu

+
∑
|β|=2

a2β(x)D
β
xu+

∑
|β|≤3

a3β(x)D
β
xu = f(t, x), (t, x) ∈ Rn+1.

(1)

Òàêèå óðàâíåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîñêîëüêó èìåííî
èññëåäîâàíèÿ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ïîñëóæèëè íà÷àëîì ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ òàêèõ
óðàâíåíèé [1] (ñ. 333-447). Ïðè a1β(x) = 0 óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Âëàñî-
âà [2, 3]. Îíî îïèñûâàåò èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ. Ðàññìàò-
ðèâàåìîå óðàâíåíèå âõîäèò â êëàññ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ââåäåííûõ â
ìîíîãðàôèè [4]. Â ðàáîòàõ [4, 5] èçëîæåí îñíîâíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ îöåíîê äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñëó÷àÿõ, êîãäà êîýôôèöèåíòû
ïîñòîÿííûå èëè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïîñòîÿííûõ. Ìû ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíòû
a > 0, ajβ(x) ∈ C4(Rn+1), j = 0, 1, 2 âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè è áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî âûïîëíåíû îöåíêè

c1|ξ|2 ≤
∑
|β|=2

a0β(x)(iξ)
β ≤ c2|ξ|2, c3|ξ|4 ≤

∑
|β|=4

a2β(x)(iξ)
β ≤ c4|ξ|4, ξ ∈ Rn, (2)

ãäå êîíñòàíòû cj > 0, j = 1, 2, 3, 4.

Òåîðåìà. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a > 0, ajβ(x) ∈ C4(Rn+1), j = 0, 1, 2 è ñóùåñòâóåò

γ0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(t, x) ∈ W 2,4
2,γ (Rn+1) è

Dβ
xD

2
t u ∈ L2,γ(Rn+1), |β| = 2,
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èìååò ìåñòî îöåíêà

∥(a+ |ξ|2)(|η|+ γ + |ξ|)ûγ(η, ξ), L2(Rn+1)∥ ≤ c∥L(x,Dt, Dx), L2,γ(Rn+1)∥ (3)

ñ êîíñòàíòîé c > 0, íå çàâèñÿùåé îò u(t, x).
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Áëàãîäàðíîñòè
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Êàê èçâåñòíî, â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ áûëà âûÿâëåíà òåñíàÿ
âçàèìîñâÿçü çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ñ îáðàòíûìè çàäà÷àìè [1].
Îòìåòèì, ÷òî èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè îáóñëîâëåí âàæíîñòüþ èõ ïðèëîæåíèé â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìåõà-
íèêè, ñåéñìîëîãèè, ìåäèöèíñêîé òîìîãðàôèè è ãåîôèçèêè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè [2].
Â ïîñëåäíèå ãîäû íà÷àòû èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàí-

íîãî òèïà âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ [3-8].
Ïðÿìûå çàäà÷è ñ ëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî

òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [9,10].
Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðÿìûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ

óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà î÷åíü ìàëî èññëåäîâàíû [11], à îá-
ðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðàêòè÷åñêèå íå
èññëåäîâàëèñü. ×àñòè÷íî âîñïîëíèòü äàííûé ïðîáåë ìû è ïîïûòàåìñÿ â ðàìêàõ äàí-
íîé ðàáîòû.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ïîäõîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äîêàçàòü îäíîçíà÷-

íóþ ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü ðåøåíèé íåêîòîðûõ ïðÿìûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè è êîððåêòíîñòü ðåøåíèé íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷
äëÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà.
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ìèíèñòåðñòâó èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ Ðåñïóáëèêè
Óçáåêèñòàí çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Ãðàíò �. F-FÀ-2021-424.

Â ðàáîòå [1] äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ðîäà
âòîðîãî ïîðÿäêà â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ èçó÷åíû êîððåêòíîñòü íåêîòîðûõ ïðÿìûõ
è ëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ (ñâÿçàííûõ ñ ïîèñêîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è ýëåìåíòà
ïðàâîé ÷àñòè).
Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé êîýôôèöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è (ñâÿçàííûå ñ ïîèñêîì ðå-

øåíèÿ, êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ è ýëåìåíòà ïðàâîé ÷àñòè) â îãðàíè÷åííûõ è íåîãðà-
íè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàëèñü.
Ñ ýòîé öåëüþ â äàííîé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1], ñ ïðèìå-

íåíèåì ìåòîäà Ôóðüå, ε -ðåãóëÿðèçàöèè, àïðèîðíûõ îöåíîê, òåîðåìû ñæèìàþùèõñÿ
îòîáðàæåíèé èçó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà-
÷è ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà â
ïàðàëëåëåïèïåäå.
Â îáëàñòè

G = (−1, 1)× (0, T )× (0, ℓ) = Q× (0, ℓ) = {(x, t, y)| − 1 < x < 1, 0 < t < T, 0 < y < ℓ}

ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå óðàâíåíèå ×àïëûãèíà:

Lu = K(x)utt − uxx − uyy + α(x, t)ut = c(x, t)u+ ψ(x, t, y), (1)

ãäå xK(x) > 0 ïðè x ̸= 0, x ∈ (−1, 1); ψ(x, t, y) = g(x, t, y) + h(x, t) · f(x, t, y), g(x, t, y)
è f(x, t, y) çàäàííûå ôóíêöèè, à ôóíêöèè h(x, t) è c(x, t) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.
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Êîýôôèöèåíòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à
Íàéòè ôóíêöèè {u(x, t, y), h(x, t), c(x, t)} óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè

âñþäó â îáëàñòè G, òàêèå, ÷òî u(x, t, y) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) íåëîêàëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ

γDp
t u|t=0 = Dp

t u|t=T , (2)

ρDp
xu|x=−1 = Dp

xu|x=1 = 0, p = 0, 1, (3)

u|y=0 = u|y=ℓ = 0 (4)

ãäå γ, ρ−íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ;
2) äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

u(x, t, ℓ0) = φ0(x, t) (5)

u(x, t, ℓ1) = φ1(x, t), (6)

0 < ℓ0 < ℓ1 < ℓ < +∞
è âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè h(x, t), c(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó

U =
{
(u, h, c)| u ∈ W 2,3

2 (G), h ∈ W 2
2 (Q), c ∈ W 2

2 (Q)
}
.

Çäåñü ÷åðåç W 2,3
2 (G) îáîçíà÷åíî àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà c íîðìîé

|∥u∥|2W 2,3
2 (G) =

∞∑
k=1

(1 + λ2k)
3 ∥uk∥2W 2

2 (Q),

ãäå W 2
2 (Q) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, uk(x, t) îçíà÷àåò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè

u(x, t, y) ïî ñèñòåìå {sinλky}, λk = kπ
ℓ
, k = 1, 2, 3....

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(6) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè
{u, h, c} ∈ U, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè âñþäó â G, ñ óñëîâèÿìè (2) -
(6).
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ, ïðàâîé ÷à-

ñòè óðàâíåíèÿ (1) è çàäàííîé ôóíêöèè φi(x, y):

Óñëîâèå 1:
íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ: α(x, 0) = α(x, T ), α(−1, t) = α(1, t);
γg(x, 0, y) = g(x, T, y), γf(x, 0, y) = f(x, T, y);
ãëàäêîñòü: f(x, t, ℓi) = fi(x, t) ∈ C0,1

x,t(Q), g(x, t, ℓi) = gi(x, t) ∈ C0,1
x,t(Q), |H| =

|φ0f1 − φ1f0| ≥ η > 0, f ∈ W 2,3
2 (G), g ∈ W 1,3

2 (G).
Óñëîâèå 2:

φi ∈ W 3
2 (Q), γDp

tφi|t=0 = Dp
tφi|t=T , ρDp

xφi|x=−1 = Dp
xφi|x=1, φi ̸= 0, p = 0, 1.

Ëèòåðàòóðà
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Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Âðàãîâà ñ èíòåãðàëü-
íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïî âðåìåíè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà

k(x, t)utt −∆u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t).

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à áåç èíòåãðàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âïåð-
âûå áûëà èññëåäîâàíà â [1]. Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Âðàãîâà ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-
âàíèþ âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî òèïà ñ ëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [2]. Ðàçðåøèìîñòü âñïîìîãà-
òåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ [3] â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è è ïîëó÷èòü
îöåíêó ñõîäèìîñòè èõ ê ðåãóëÿðíîìó ðåøåíèþ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è â âåñîâîì
ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ýêðàíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â òðåõ-
ìåðíîé îáëàñòè ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèè ïðè îáÿçàòåëüíîì íàëè÷èè óñëîâèÿ Äèðèõëå
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èòåðàöèîííûõ ðàñøèðåíèé. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìå-
òîäà ôèêòèâíûõ êîìïîíåíò[1], âêëþ÷àÿ ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû è èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê
äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Íàëè÷èå ñëîæíîé ãåîìåò-
ðèè îáëàñòè è êðàåâîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìîé ïðè ðåøåíèè ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé[2]. Äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîé àñèìïòîòèêè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
êðàåâûõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ óñëîâèåì Íåéìàíà èññëåäîâàëàñü è îïòèìèçèðîâà-
ëàñü ìåòîäîëîãèÿ ôèêòèâíûõ êîìïîíåíò[3].
Êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýêðàíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

u : −∆ǔ+ κǔ = f̌ |G, ǔ|γ1 = 0,
∂ǔ

∂n
|γ2 = 0 (1)

îïðåäåëèì íà îáëàñòè G ⊂ R3 ñ ãðàíèöàìè

∂G = s, s = γ1 ∪ γ2, γ1 ∩ γ2 = ∅.

Êðàåâàÿ çàäà÷à (3) ïðîäîëæàåòñÿ ÷åðåç ãðàíèöó ñ óñëîâèåì Äèðèõëå è ââîäèò-
ñÿ ôèêòèâíàÿ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à, äîïîëíÿþùàÿ îáëàñòü ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé äî
òðåõìåðíîãî ïðèìèòèâà, íàïðèìåð, ïàðàëëåëëïèïåäà. Ïîëó÷åííàÿ ïðîäîëæåííàÿ çà-
äà÷à àïïðîêñèìèðóåòñÿ è ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

u ∈ RN : Cu = f, f ∈ RN . (2)

Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èòåðà-
öèîííûõ ðàñøèðåíèé:

uk ∈ RN : B(uk − uk−1) = −τk−1(Cu
k−1 − f), k ∈ N,

∀u0 ∈ V 1, τ0 = 1,

τk−1 = [rk−1, ηk−1]/[ηk−1, ηk−1], k ∈ N\{1},
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ãäå â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ïîøàãîâî íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòûâàòü íåâÿçêè, ïîïðàâêè
è ýêâèâàëåíòíûå íåâÿçêè

rk−1 = Cuk−1 − f, wk−1 = B−1rk−1, ηk−1 = Cwk−1.

Àëãîðèòì ìåòîäà èòåðàöèîííûõ ðàñøèðåíèé ïîèòåðàöèîííî îáðàáàòûâàåò èíôîð-
ìàöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Èòåðàöèîííûå ïðî-
öåññû îñòàíàâëèâàþòñÿ ïî ïðèâîäèìûì êðèòåðèÿì, ò.å. ïðè âûïîëíåíèè ïðåäâàðè-
òåëüíî çàäàííûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè. Â ìåòîäå èòåðàöèîííûõ ðàñøèðåíèé èñïîëü-
çóþòñÿ áîëåå ñèëüíûå íîðìû, ÷åì ýíåðãåòè÷åñêèå íîðìû, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü
îøèáêè â âîçíèêàþùèõ ïîèòåðàöèîííî çàäà÷àõ. Ðàçâèâàåìûé ìåòîä èòåðàöèîííûõ
ðàñøèðåíèé èìååò íåóëó÷øàåìóþ àñèìïòîòèêó, ò.å. îïòèìàëüíóþ àñèìïòîòèêó ïî
êîëè÷åñòâó òðåáóåìûõ îïåðàöèé, à òàêæå äîïóñêàåò ïðîñòóþ, ýôôåêòèâíóþ è óíè-
âåðñàëüíóþ ðåàëèçàöèþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ôèêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà [4].
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Ìû ðàññìàòðèâàåì êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ñëó÷àå ñëàáî-
ñæèìàåìîé æèäêîñòè:

div u⃗ = div w⃗, w⃗ = τ((u⃗,∇)u⃗+
1

ρ
∇p− f⃗), (t, x) ∈ Q = (0,∞)×G, G ⊂ R3,

∂u⃗

∂t
+ (u⃗− w⃗,∇)u⃗+

1

ρ
∇p = f⃗ + µ∆u⃗+ µ∇(div u⃗) + (u⃗,∇)w⃗ + w⃗div u⃗, µ = η/ρ. (1)

ãäå G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C2, µ = η/ρ - êîýôôèöèåíò êèíå-
ìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè. Ïëîòíîñòü ρ, äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü µ è õàðàêòåðíîå âðåìÿ
ðåëàêñàöèè τ ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè. Âåêòîðíîå ïîëå
f⃗ = f⃗(x, t) îïðåäåëÿåò ìàññîâóþ ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë.
Èùåì ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷-

íûì óñëîâèÿì è óñëîâèÿì íîðìèðîâêè:

u⃗|Γ = 0, w⃗ · ν|Γ = 0, u⃗|t=0 = u⃗0(x),

∫
G

p(t, x)dx = 0, (2)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ.
Ñèñòåìà (1) â áîëåå îáùåì âèäå áûëà âûâåäåíà ïóòåì îñðåäíåíèÿ èçâåñòíîé êèíå-

òè÷åñêîé ìîäåëè [1]. Ïåðâûå âàðèàíòû ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñèñòåìîé êâàçèãàçîäèíà-
ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2]. Ïîçäíåå, íà îñíîâå áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ áûëà
ðàçðàáîòàíà åùå îäíà ìîäåëü, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé [3]. Äåòàëüíûé àíàëèç ñâîéñòâ ýòîé ìîäåëè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà-
ôèè [4]. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (1) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòèêî-
ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé: ïåðâàÿ åå ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå îòíîñèòåëüíî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, à âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêóþ
ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè.
Îïðåäåëèì îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2). Ïóñòü p0 ∈ [1, 3/2], q0 = 2p0/(4p0−

3), p1 = 5/4. Òîãäà q0 ∈ [1, 2]. Ôóíêöèè u⃗ ∈ L2,loc(0,∞;W 1
2 (G)) ∩ L∞,loc(0,∞;L2(G)),
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ut ∈ Lp1,loc(0,∞;W−1
p1

(G)), p ∈ Lp1(0,∞;W 1
p1
(G)) òàêèå, ÷òî ∇p

ρ
+(u⃗,∇)u⃗ ∈ L2,loc(0,∞, L2(G)),

óäîâëåòâîðÿþùèå (2) íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), åñëè∫ ∞

0

(u⃗,∇φ) dt =
∫ ∞

0

(w⃗,∇φ) dt,
∫ ∞

0

[
(
∂u⃗

∂t
, ψ⃗)− ((u⃗− w⃗,∇)ψ⃗, u⃗) +

1

ρ
(∇p, ψ⃗)+

µ(∇u⃗,∇ψ⃗) + µ(div u⃗, div ψ⃗) + ((u⃗,∇)ψ⃗, w⃗)
]
dt =

∫ ∞

0

(f⃗ , ψ⃗) dt,

äëÿ âñåõ ôóíêöèé φ ∈ L2(0,∞;W 1
2 (G)) ñ

∫
G
φ(t, x) dx = 0, ψ⃗ ∈ L5(0,∞;W 1

5 (G)) è

ψ⃗|S = 0, èìåþùèõ îãðàíè÷åííûé ïî t íîñèòåëü.
Òåîðåìà. Ïóñòü f

√
β ∈ L2(Q), u0 ∈ L2(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðå-

øåíèå çàäà÷è (1), (2) òàêîå, ÷òî
√
βu ∈ L2(0,∞;W 1

2 (G)),
√
βu ∈ L∞(0,∞;L2(G)),

β(u,∇)u ∈ L2(Q),
√
β(∇p

ρ
+ (u⃗,∇)u⃗) ∈ L2(Q), β(u,∇)u ∈ Lq0(0,∞;Lp0(G)) äëÿ ëþ-

áîãî p0 ∈ [1, 3/2], ∇pβα ∈ Lq0(0,∞;Lp0(G)), u⃗tβ
α ∈ Lq0(0,∞;W−1

p0
(G)) äëÿ ëþáîãî

p0 ∈ [1, 3/2] è äëÿ âñåõ α òàêèõ, ÷òî:
α < 1/2 åñëè β = eγt (γ > 0) è α < 1

2
− 2−q0

2|β|q0 åñëè β = (t +M)−β, β < 0; ñëó÷àé

α = 1
2
âîçìîæåí ïðè q0 = 2; α > 1

2
+ 2−q0

2|β|q0 è α ≥ 1 åñëè β = (t +M)−β, β > 0; α ≥ 1

åñëè β = eγt (γ < 0).
Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû â íåêîòîðûõ âåñîâûõ

êëàññàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè t→ ∞. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî
íà ìåòîäå Ãàëåðêèíà è ïîëó÷àåìûõ àïðèîðíûõ îöåíêàõ. Îïèñàíî óáûâàíèå (ðîñò)
ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óáûâàíèÿ (ðîñòà) ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Óáûâàíèå (ðîñò)
ïðè t→ ∞ èñïîëüçóåìûõ âåñîâûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü êàê ýêñïîíåíöèàëüíûì, òàê
è ñòåïåííûì.
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Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðèòîêà ôëþèäà ê ñêâàæèíå âîçíèêàåò ïðîáëåìà
êîððåêòíîãî ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ïëàñòà è ñêâàæèíû. Èç-çà ðàçíèöû â òèïè÷íûõ
ðàçìåðàõ ïëàñò ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ñåòêîé, à ñêâàæèíà êàê òî÷å÷íûé èñòî÷-
íèê/ñòîê. Ïðè ýòîì äàâëåíèå íà ñêâàæèíå íå ðàâíî äàâëåíèþ â ÿ÷åéêå ñî ñêâàæèíîé.
Â ðàáîòå [1] Ä. Ïèñìåí ïðåäëîæèë èíòåðïðåòèðîâàòü äàâëåíèå â ñêâàæèííîì áëîêå
êàê äàâëåíèå, ôîðìèðóþùååñÿ íà íåêîòîðîì ýêâèâàëåíòíîì ðàäèóñå (ðàäèóñå Ïèñìå-
íà) âíóòðè ýòîãî áëîêà. Îí ïîëó÷èë ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî
ðàäèóñà ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè ôëþèäà (steady state �ow, SS) â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì Äàðñè è äëÿ ñëó÷àåâ èñïîëüçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ, àíèçîòðîïíîé ïðîíèöàåìîñòè ïëàñòà è ðàñïîëîæåíèÿ ñêâàæèíû âíå öåíòðà
áëîêà [2, 3], íî òàêæå â ïðåäïîëîæåíèè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìåòîä ¾ñøèâàíèÿ¿ ãëîáàëüíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

è ëîêàëüíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå ñî ñêâàæèíîé. Âûâåäåíû ôîðìóëû
ýêâèâàëåíòíîãî ðàäèóñà äëÿ ïñåâäîñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà (pseudo steady-state �ow,
PSS) íà êâàäðàòíîé è ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêàõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàêæå ïîëó÷åíû
ôîðìóëû äëÿ ïîòîêà ñ ïðåîáëàäàíèåì ãðàíèö (boundary dominated �ow, BD) ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íåñòàöèîíàðíîãî ïðèòîêà ñëàáîñæèìàåìîãî ôëþèäà ê

îäèíî÷íîé ñêâàæèíå ñ ãðàíèöåé Γw â èçîëèðîâàííîé äâóìåðíîé îáëàñòè U ñ âíåøíåé
ãðàíèöåé Γe ïî çàêîíó Äàðñè:

1

µ
· ∇ ·K(∇p) = cpm

∂p

∂t
â U, (1)

∂p

∂ν
= 0 íà Γe,

∫
Γw

K
∂p

∂ν
dl = − q

h
íà Γw, (2)

ãäå µ � âÿçêîñòü ôëþèäà; K � òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè ïëàñòà; p = p(x, y, t) � äàâëåíèå;
cp � êîýôôèöèåíò ñæèìàåìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû; m � ïîðèñòîñòü; t � âðåìÿ; ν �
íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå; q � äåáèò ñêâàæèíû; h � òîëùèíà ïëàñòà.
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Ðèñ. 1: PSS-, BD- è SS-ðåæèìû,
êâàäðàòíàÿ ñåòêà

Ðèñ. 2: PSS- è SS-ðåæèìû, ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ñåòêà

Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (3) íà ïÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáú-
¼ìîâ:

cpm
V0
h

1

τ
· [p(t+ τ)− p(t)] =

q

h
− 2

1

µ
[ky

∆x

∆y
(p0(t)− p2(t)) + kx

∆y

∆x
(p0(t)− p1(t))], (3)

ãäå ∆x,∆y � ðàçìåðû ÿ÷ååê; V0 = ∆x · ∆y · h � îáú¼ì ñåòî÷íîãî áëîêà 0; kx, ky �
ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè K.
Ïîäñòàâëÿÿ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)-(2) â óðàâíåíèå (3), ìîæíî ïîëó-

÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðàäèóñà Ïèñìåíà ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ è äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ñåòî÷íûõ ìîäèôèêàöèé.
Ïî ðèñóíêó 1 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè PSS- è BD-ðåæèìà

íà êâàäðàòíîé ñåòêå äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ ðàäèóñà Ïèñìåíà, âû-
âåäåííóþ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ.
Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ Ïèñìåíîì äëÿ SS-ðåæèìà íà

ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû, âûâåäåííîé äëÿ PSS-
ðåæèìà, åñëè îòíîøåíèå ðàçìåðîâ ÿ÷ååê âåëèêî èëè âíåøíÿÿ ãðàíèöà íàõîäèòñÿ
áëèçêî ê ñêâàæèíå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ñèòóàöèåé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãîðèçîí-
òàëüíûõ ñêâàæèí. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óòî÷-
íåííóþ ôîðìóëó äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî ðàäèóñà.
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Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà

Autt +But + Cu = f(x, t)

ñ âûðîæäàþùèìèñÿ îïåðàòîðàìè A, B è C âòîðîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùèìè ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêîé ïåðâîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿð-
íûõ ðåøåíèé - ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ. Ë. Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå,
âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.

51



ÓÄÊ 517.956

Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà

© Çèêèðîâ Îáèäæàí Ñàëèæàíîâè÷

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð,
Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà èì. Ìèðçî Óëóãáåêà,
Óçáåêèñòàí, 100174, ã. Òàøêåíò, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 4
zikirov@yandex.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå, çàäà÷à, èíòåãðàëüíîå, óñëîâèå, ðåãóëÿðíîå, ðåøåíèå, òåî-
ðåìà, íåëîêàëüíîå, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

Â îáëàñòè D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ
îïåðàòîðîì òåïëîïðîâîäíîñòè â ãëàâíîé ÷àñòè

Lu ≡ ∂

∂x

(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2

)
+ c(x, t)u = f(x, t), (1)

ãäå c(x, t) è f(x, t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Â ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì:
Òðåáóåòñÿ íàéòè â îáëàñòè D ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íîìó óñëîâèþ
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ ℓ, (2)

ãðàíè÷íûì
u(0, t) = µ1(t), ux(0, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (3)

è èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ

ℓ∫
0

u(x, t)dx =

t∫
0

h(t, τ)u(ℓ, τ)dτ + µ3(t), 0 ≤ t ≤ T, (4)

ãäå f(x, t) ∈ C2(D), φ(x) ∈ C2[0, ℓ], ψi(t), (i = 1, 3) � çàäàííûå, íåïðåðûâíûå ïðè x ∈ [0, ℓ],
t ∈ [0, T ] ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ:

φ(0) = µ1(0), φ′(0) = µ2(0);

ℓ∫
0

φ(x)dx+ µ3(0) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â èññëåäóåìîé çàäà÷å âìåñòî èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ (4) ìîæíî áðàòü óñëî-
âèå

ux(ℓ, t) = α(t)u(ℓ, t) +

ℓ∫
0

k(x)u(x, t)dτ + µ3(t), 0 ≤ t ≤ T.

Èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷, ñî÷åòàþùèõ çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè À.À. Ñàìàðñêîãî è çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷
äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.
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ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà Ãèëüáåðòà, îïðåäåëèòåëü.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Àðñåíà Âëàäèìèðîâè÷à Ïñõó è Àíàòîëèÿ Õóñååâè÷à
Àòòàåâà, êîòîðûå äàëè ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäàöèè, è ïîìîãëè óëó÷øèòü êà÷åñòâî
äîêëàäà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äèôôóçèè

uy − uxx = 0 (1)

â îáëàñòè

Ω = {(x, y) : −∞ < x <∞, 0 < y < T}. (2)

Ïóñòü

u(x, 0) = τ(x), x ∈ R, (3)

ãäå R = (−∞,∞).
Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè (2) íàçîâåì ôóíê-

öèþ, íåïðåðûâíóþ â Ω, èìåþùóþ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y, íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x, è óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (1) â Ω
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ìíîæåñòâî âñåõ τ(x), ïðè êîòîðûõ çàäà÷à (1), (3) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå.
Çàäà÷à.
Äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâà V ⊂ W è ôóíêöèè h(y) ∈ C[0, T ], íàéòè íà÷àëüíîå

óïðàâëåíèå τ(x) ∈ V ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà

T∫
0

[ux(0, y)− h2(y)]
2dy (4)

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êëàññ V ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïî-

ëèíîìîâ, ò.å. êîãäà V = Pn, ãäå

Pn =

{
g(x) =

n∑
k=0

pkx
2k+1

}
, (5)
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P -ïîâåðõíîñòü.

P -ïîâåðõíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R+
n .

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà.
Ïóñòü Rn = {x = (x1 . . . , xn)}, R+

n = {x : x1 > 0, . . . , xn > 0. ×åðåç Sev(R+
n ) áóäåì

îáîçíà÷àòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ïðîáíûõ ôóíêöèé Ë.Øâàðöà {φ}, ñîñòîÿ-
ùèåå èç ôóíêöèé, ÷åòíûõ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå xi àðãóìåíòà x.Ïóñòü γ=(γ1, . . . , γn),
γi∈(0, 1). Ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ðåãóëÿðíûõ âåñîâûõ ðàñïðåäåëåíèé S ′

ev îïðåäåëÿ-
åòñÿ âåñîâîé áèëèíåéíîé ôîðìîé (u, v)−γ =

∫
Ω ⊆ R+

nu(x) v(x) x
γdx, x−γ =

∏n
i=1 x

−γi
i .

Ââåäåì ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà

P−γ
x f(x, t) = C(n,−γ)

π∫
0

. . .
π∫
0

f(x1 cos a1, x2 cos a2, . . . , xn cos an)
∏n

i=1 sin
2µi αidαi.

×åðåç ïîñðåäñòâî îïåðàòîðà Ïóàññîíà ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé S ′
ev

âåñîâóþ îáîáùåííóþ δ-ôóíêöèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ïîâåðõíîñòè P (x)=0, x∈R+
n

(êàê ïðàâèëî, ðàçìåðíîñòè n− 1):

(Pxδ(P (x)) , φ)γ = C(γ)

∫
Γ={z: P (z)=0}

φ̃(z) Zγ−1
2 dΓ(z), Zγ−1

2 =
n∏
i=1

zγi−1
2i , (1)

ãäå C(n, γ) � êîíñòàíòà, íîðìèðóþùàÿ ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà,

z = (z1, z2, . . . , z2n−1, z2n), φ̃(z) = φ
(√

z21 + z22 , . . . ,
√
z22n−1 + z22n

)
,{

z2i−1 = xi cosαi,
z2i = xi sinαi

∣∣∣∣ , 0 < αi < π, i=1, n, −∞ < z2i−1 <∞, 0 < z2i <∞. (2)

Ïåðåìåííûå ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè íîìåðàìè êîîðäèíàò âåêòîðà z áóäåì îáîçíà÷àòü
îòäåëüíî äðóã îò äðóãà: Z1 = (z1, z3, . . . , z2n−1), Z2 = (z2, z4, . . . , z2n). Ïîâåðõíîñòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ â (1), ïîëó÷åííàÿ îòîáðàæåíèåì ÷åðåç ïîñðåäñòâî îïåðàòîðà Ïóàññîíà
áóäåì íàçûâàòü P (P (x)=0) - ïîâåðõíîñòüþ (P -ñôåðà, P -ïëîñêîñòü). Çàìåòèì, ÷òî
åñëè áû ïåðâîíà÷àëüíî ïîâåðõíîñòü P (x)=0 áûëà áû n-ïîëóñôåðîé |x|=R, â R+

n , òî
P -ñôåðà � óæå 2n-ïîëóñôåðà |z|=R â R+

2n = {z : z2i > 0}.
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Ïðåäñòàâëåíèå Ãåëüôàíäà�Øàïèðî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà
Ïóñòü ⟨x, θ⟩=

∑
i

xiθi è p=⟨x, θ⟩ � íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü â Rn. Òîãäà ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ P � ïëîñêîñòü:

{x∈R+
n : ⟨x, θ⟩=p} def(1)−→ {z∈R+

2n : ⟨z,Θ⟩ = p}, Θ=(θ1, 0, θ2, 0, θ3 . . . , 0, θn, 0). (3)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà (ââåäåíî â [1]; ñì. òàêæå êíèãè [2], ñ.211 �
225; [3], ñ. 483 �495) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kγ[f ](θ; p) =

∫
R+
n

f(x)P γ
x δ(p− ⟨x; θ⟩) xγdx. (4)

Ïî îïðåäåëåíèþ (1), âûðàæåíèå (4) ïðèìåò âèä

Kγ[f ](Θ; p) = C(γ)

∫
Γ={z: p=⟨z ,Θ⟩}+

f̃(z) Z−γ−1
2 dΓ(z), (5)

ãäå {z : p=⟨z, Θ⟩}+={z : p=⟨z, Θ⟩, z2i > 0}, f̃(z)=f

(√
z21+z

2
2 , . . . ,

√
z22n−1+z

2
2n

)
.

Òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå â (4) è (5) îïðåäåëåíî ïî (2n) ïåðåìåííûì, à êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ θ∈R+

n è Θ∈R+
2n ñâÿçàíû òðàíñôîðìàöèåé (3), òî îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâà-

íèé (4) è (5) ñîâïàäàþò:
Kγ[f ](θ; p) = Kγ[f ](Θ; p). (6)

Îáû÷íî, îïðåäåëåíèå (5) íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íàøåé ðàáîòå ýòî áóäåò
îñíîâíîå îïðåäåëåíèå Ðàäîíà-Êèïðèÿíîâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíîå âåñîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà â R2n (ñì. [1]),
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ãåëüôàíäà�Øàïèðî è èìååò êëàññè÷åñêèé âèä

Kγ[f ](θ; p) = C(γ)
∫

R+
2n

f̃(z) δ(p− ⟨z,Θ⟩) Zγ−1
2 dz =

Kγ[f ](θ; p) = C(γ)

∫
R+
2n

f̃(z) δ(p− ⟨z,Θ⟩) Zγ−1
2 dz = C(γ)

∫
{p=⟨z,Θ⟩}+

f̃(z) Zγ−1
2 dΓ(z). (7)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (7) � ìíîãîìåðíîå ñìåøàííîå ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà (ïî
íå÷åòíûì ïåðåìåííûì Z1) è ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà (ïî ÷åòíûì ïåðåìåííûì Z2).
Åñëè âåêòîð θ � ôèêñèðîâàí, òî ââåäåì îáçíà÷åíèå Kγ[f ](θ; p) = Kγ,θ[f ](p) ⇐⇒
Kγ[f ](Θ; p) = Kγ,Θ[f ](p)

(5)
=⇒ Kγ,θ[f ](p) = Kγ,Θ[f ](p). Â (7) n-ïîëóïëîñêîñòü èíòåãðè-

ðîâàíèÿ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Θ+
⊥, ò.å. Θ

+
⊥ = {z: ⟨Θ, z⟩ = p, z2i≥0} ∈ R+

2n. Ïðåîáðàçî-
âàíèå Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà ïî 2n-ïîëóïëîñêîñòè
Θ+

⊥ â ïðîñòðàíñòâå R+
2n : Kγ,Θ[f ](p) = C(γ)

∫
Θ+

⊥

f̃(pΘ+ z)Zγ−1
2 dz.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ïðèíöèï ìàêñèìóìà, çàäà÷à î íåïî-
äâèæíîé òî÷êå, èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

Φ(u) = φ(x(t1)) +

∫
T

(⟨a(x(t), t), u(t)⟩+ d(x(t), t)) dt→ inf
u∈V

, (1)

ẋ = A(x(t), t)u(t) + b(x(t), t), x(t0) = x0, u(t) ∈ U ⊂ Rm, t ∈ T = [t0, t1], (2)

â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) ∈ Rn îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû,
ïåðåìåííàÿ u(t) = (u1(t), ..., um(t)) ∈ Rm õàðàêòåðèçóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå â
ñèñòåìå. Ôóíêöèè a(x, t), d(x, t), A(x, t), b(x, t) äèôôåðåíöèðóåìû ïî ïåðåìåííîé x è
íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé t íà ìíîæåñòâå Rn×T . Ôóíêöèÿ φ(x) äèôôåðåíöèðóåìà
íà ìíîæåñòâå Rn. Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(t), t ∈ T ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìíîæåñòâî V êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â êîìïàêòíîì è âûïóê-
ëîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rm. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 è è âðåìåííîé èíòåðâàë T çàäàíû.
Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà ñ ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ψ â çàäà÷å (1), (2) èìååò ñëåäó-

þùèé âèä:
H(ψ, x, u, t) = H0(ψ, x, t) + ⟨H1(ψ, x, t), u⟩,

H0(ψ, x, t) = ⟨ψ, b(x, t)⟩ − d(x, t), H1(ψ, x, t) = AT (x, t)ψ − a(x, t).

Ñòàíäàðòíàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

ψ̇(t) = −Hx(ψ(t), x(t), u(t), t), t ∈ T, ψ(t1) = −φx(x(t1)). (3)

Äëÿ v ∈ V îáîçíà÷èì x(t, v), t ∈ T - ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ïðè u(t) = v(t); ψ(t, v),
t ∈ T - ðåøåíèå ñòàíäàðòíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (3) ïðè x(t) = x(t, v), u(t) = v(t).

u∗(ψ, x, t) = argmax
w∈U

⟨H1(ψ, x, t), w⟩, ψ ∈ Rn, x ∈ Rn, t ∈ T.

Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ u∗ óñëîâèå èçâåñòíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [1] äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ u ∈ V â çàäà÷å (1), (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u(t) = u∗(ψ(t, u), x(t, u), t), t ∈ T. (4)

uα(ψ, x, w, t) = PU(w + αH1(ψ, x, t)), ψ ∈ Rn, x ∈ Rn, w ∈ U, t ∈ T, α > 0.
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Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ uα óñëîâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (4) â çàäà÷å (1), (2) ìîæíî
çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

u(t) = uα(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t), t ∈ T, α > 0. (5)

X(v) = x, v ∈ V, x(t) = x(t, v), t ∈ T ;

Ψ(v) = ψ, v ∈ V, ψ(t) = ψ(t, v), t ∈ T ;

V α(ψ, x, v) = vα, ψ ∈ C(T ), x ∈ C(T ), v ∈ V, vα(t) = uα(ψ(t), x(t), v(t), t), t ∈ T,

ãäå C(T ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà T ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îòîáðà-
æåíèé óñëîâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê çàäà÷ó î íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå c îïåðàòîðîì óïðàâëåíèÿ Gα

1 :

u = V α(Ψ(u), X(u), u) = Gα
1 (u), u ∈ V. (6)

Xα(ψ, v) = xα, ψ ∈ C(T ), v ∈ V,

ãäå xα(t), t ∈ T ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé çàäà÷è Êîøè:

ẋ(t) = A(x(t), t)uα(ψ(t), x(t), v(t), t) + b(x(t), t), x(t0) = x0.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ îïåðàòîðîì óïðàâëåíèÿ Gα
2 :

u = V α(Ψ(u), Xα(Ψ(u), u), u) = Gα
2 (u), u ∈ V. (7)

Ψα(x, v) = ψα, x ∈ C(T ), v ∈ V,

ãäå ψα(t), t ∈ T � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è Êîøè:

ψ̇(t) = −Hx(ψ(t), x(t), u
α(ψ(t), x(t), v(t), t), t), ψ(t1) = −φx(x(t1)).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ îïåðàòîðîì óïðàâëåíèÿ Gα
3 :

u = V α(Ψα(X(u), u), X(u), u) = Gα
3 (u), u ∈ V. (8)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î íåïîäâèæíîé òî÷êå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (6)�(8) ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïðè k ≥ 0:

vk+1 = V α(Ψ(vk), X(vk), vk) = Gα
1 (v

k), v0 ∈ V ; (9)

vk+1 = V α(Ψ(vk), Xα(Ψ(vk), vk), vk) = Gα
2 (v

k), v0 ∈ V ; (10)

vk+1 = V α(Ψα(X(vk), vk), X(vk), vk) = Gα
3 (v

k), v0 ∈ V. (11)

Àíàëèç ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (9)�(11) ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü íà îñíîâå èçâåñòíîãî ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé [2].
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Äîêëàä ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëà-
øåíèå � 075-15-2025-349 ñ Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè.

Â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ
ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ õîðîøî èçâåñòíû ðåçóëüòàòû Â.Í. Âðà-
ãîâà [1], [2] î ïîñòàíîâêå êîððåêòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé, î ñó-
ùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ è ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû óñèëèâàëèñü è
îáîáùàëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ À.Í.Òåðåõîâà, Í.À.Ëàðüêèíà, È.Å.Åãîðîâà,
Â.Å.Ôåäîðîâà, À.Í.Àðòþøèíà. Âìåñòå ñ òåì åùå ìíîãî âîïðîñîâ â ýòîé òåîðèè (òåî-
ðèè êîððåêòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà)
îñòàåòñÿ áåç îòâåòîâ, åùå ìíîãî èìååòñÿ íåðåøåííûõ çàäà÷.
Î íåêîòîðûõ íåðåøåííûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàáîòàìè Â.Í.Âðàãîâà, è áóäåò

èäòè ðå÷ü â íàñòîÿùåì äîêëàäå.
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Áëàãîäàðíîñòè

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Âíóòðåííåãî ãðàíòà ÊÁÃÓ (äîãî-
âîð �8)

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàëè-
÷èå ïðîèçâîäíûõ èñêîìîãî ðåøåíèÿ, çàäàííûõ íå òîëüêî â òåêóùèõ òî÷êàõ, íî è â
òî÷êàõ, îïðåäåëÿåìûõ íåêîòîðûì èíâîëþòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Óðàâíåíèÿ ïî-
äîáíîãî òèïà â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâëåêàþò âñå áîëüøå âíèìàíèÿ èññëåäîâàòåëåé
[1]-[8].
Ïóñòü Ω åñòü èíòåðâàë (0, 1) îñè Ox, Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Ω × (0, T ) êîíå÷íîé

âûñîòû T . Äàëåå, ïóñòü φ(x) åñòü çàäàííàÿ èíâîëþöèÿ îòðåçêà [0, 1], a(x, t), c(x, t) è
f(x, t) åñòü çàäàííûå îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå Q ôóíêöèè.
Êðàåâàÿ çàäà÷à I. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ut(x, t)− uxx(x, t)− a(x, t)uxx(φ(x), t) + c(x, t)u(x, t) = f(x, t)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (1)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (2)

Êðàåâàÿ çàäà÷à II. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

utt(x, t) + uxx(x, t) + a(x, t)uxx(φ(x), t)− c(x, t)u(x, t) = f(x, t)
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è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1) è (2), à òàêæå óñëîâèå

u(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

Êðàåâûå çàäà÷è I è II â ñëó÷àå a(x, t) ≡ 0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå õîðîøî èçó-
÷åííûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (òî åñòü äëÿ óðàâíåíèé áåç èíâîëþöèè). Åñëè æå a(x, t) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî
íóëåâîé ôóíêöèåé, òî ðàíåå çàäà÷è I è II èçó÷àëèñü ëèøü â ñëó÷àå a(x, t) ≡ const,
φ(x) = 1− x.
Â ðàáîòå äëÿ èçó÷àåìûõ çàäà÷ äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó
ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-íåëîêàëüíûõ êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ îáîáùåííûì óñëîâèåì Ñàìàðñêîãî - Èîíêèíà äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ êâà-
çèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

h(t)D2p+1
t u+

2p∑
k=0

ak(x, t)D
k
t u+ uxx + b(x, t)ux = f(x, t),

â êîòîðûõ Dk
t = ∂k

∂tk
, p � öåëîå íå/îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, h(t), ak(x, t), k = 0, ..., 2p,

b(x, t), f(x, t) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ îáîáùåííûì óñëîâèåì Ñàìàðñêîãî � Èîíêèíà

äëÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [1] è [2]. Äëÿ âûðîæäàþ-
ùèõñÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ðàáîòó
[3].
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Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåäìåòîì àêòèâíûõ èññëåäîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, [1]�[4]) ÿâ-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ìóðà�Ãèáñîíà�Òîìïñîíà (MGT), ÿâëÿþùååÿ îáîáùåíèåì êëàññè-
÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êîððåêòíîñòü ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

êîýôôèöèåíòà â ïðàâîé ÷àñòè îäíîìåðíîãî MGT óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâè-
åì ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QT ïðÿìîóãîëüíèê (0, 1)× (0, T ) ïåðåìåííûõ
(x, t). Çäåñü T � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà. Â ïðÿìîóãîëüíèêå QT ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ, â êîòîðîì
α, β, c - íåêîòîðûå çàäàííûå êîíñòàíòû, f(x, t) è h(x, t) � çàäàííûå ôóíêöèè

uttt + αutt − c2uxx − uxxt + βu = f(x, t) + q(x)h(x, t). (1)

Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà

u(x, 0) = ut(x, 0) = utt(x, 0) = 0 (2)

è êðàåâûå óñëîâèÿ Äèðèõëå
u(0, t) = u(1, t) = 0. (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäàíî èíòåãðàëüíîå óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ

T∫
0

N(t)u(x, t) dt = 0, (4)
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â êîòîðîì N(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Â äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøèìîñòè äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäèêà ñâåäåíèÿ

èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëû îò íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè. Ðàçðåøèìîñòü ïðÿìîé çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäíûå
äàííûå, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è â êëàññàõ Ñîáîëåâà.
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Ïóñòü Q åñòü öèëèíäð (0, 1)×(0, T ) êîíå÷íîé âûñîòû T ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ x, t,
ôóíêöèè f(x, t), h(x, t) èçâåñòíû è îïðåäåëåíû â Q, ôóíêöèÿ µ(t) çàäàíà íà îòðåçêå
[0, T ].
Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýë-

ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

utt + uxx + µ(t)u = f(x, t) + q(t)h(x, t), (x, t) ∈ Q,

â êîòîðîì íåèçâåñòåí êîýôôèöèåíò q(t).
Â êà÷åñòâå óñëîâèé ïåðåîïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåîïðå-

äåëåíèÿ ïðè x = 1.
Çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, èëè ëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è, äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èçó÷àëèñü è ðàíüøå. Íî ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì èññëå-
äîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â äîêëàäå, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå ïîñòðîåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ
îñíîâàíû íà ïåðåõîäå îò èçó÷àåìîé îáðàòíîé çàäà÷è ê íåëîêàëüíîé çàäà÷å òèïà çàäà-
÷è Ñàìàðñêîãî - Èîíêèíà, è íà èñïîëüçîâàíèè íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ îäîãî èç àâòîðîâ
(ñì. ðàáîòû [1, 2]).
Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøå-

íèé êàê âîçíèêàþùèõ ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâ ïðÿìûõ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷,
òàê è èñõîäíûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Ðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿ, èìå-
þùèå âñå îáîáùåííûå ïî Ñ.Ë.Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé èçó÷à-

åìûõ îáðàòíûõ çàäà÷.
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Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Ñàìàðñêîãî-Èîíêèíà äëÿ óëüòðàïàðàáîëè÷åñêèõ
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: óëüòðàïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íåëîêàëüíûå çàäà÷è Ñàìàðñêîãî-
Èîíêèíà, ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Èîíêèíà, à òàêæå íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ñàìàðñêîãî-Èîíêèíà
çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â òåîðèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðåøèìîñòü ïîäîáíûõ
çàäà÷ â êëàññàõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé óñòàíîâëåíà äëÿ ìíîãèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, íî â èõ ÷èñëî óëüòðàïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íå âõîäÿò. Óñòðàíèòü ýòî
(õîòÿ áû ÷àñòè÷íî) àâòîð è ñîáèðàåòñÿ â íàñòîÿùåì äîêëàäå.
Â îáëàñòè Q = (0, 1)× (0, T )× (0, A) ïåðåìåííûõ (x, t, a) èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü

íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

ut + h(t)ua − uxx + c(x, t, a)u = f(x, t, a)

ñ óñëîâèÿìè

u(0, t, a) = γ(t, a)u(1, t, a), u(1, t, a) = 0,

ëèáî óñëîâèÿìè

ux(0, t, a) = γ(t, a)ux(1, t, a), u(1, t, a) = 0,

òàêæå åñòåñòâåííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè t = 0 è a = 0. Äëÿ ýòèõ çàäà÷
äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

69



ÓÄÊ 519.245
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ
Ðîññèÿ, 630090, Íîâîñèáèðñê, ïð. Àê. Êîïòþãà, 4
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåíòèôèöèðóåìîñòü, îáðàòíûå çàäà÷è, äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû,
ýïèäåìèîëîãèÿ, áàéåñîâñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, âåðîÿòíîñòíîå ìîäåëèðîâàíèå, ìàøèííîå îáó÷å-
íèå, Ìîíòå Êàðëî, àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè, îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.
Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ïðîåêò FWNF-2024-0002.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìîäåëè SIR-òèïà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè, îïèñûâàåìûå
ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1]:

ẋ = Φ(x, t, q), x(t0) = x0, (1)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ x1 + x2 + ... + xn = 1. Çäåñü xi(t), i =
1, . . . , n � êîíöåíòðàöèÿ èññëåäóåìîé ãðóïïû íàñåëåíèÿ (÷óâñòâèòåëüíûå, èíôèöèðî-
âàííûå, âàêöèíèðîâàííûå è ò.ï.), q � m-âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè, õàðàêòåðèçó-
þùèé ýïèäåìè÷åñêóþ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêóþ ñèòóàöèþ èññëåäóåìîãî ðåãèîíà
(êîíòàãèîçíîñòü âèðóñà, âåðîÿòíîñòü ðàçâèòèÿ òÿæåëîé ôîðìû çàáîëåâàíèÿ, ñìåðò-
íîñòü, èíäåêñ ñàìîèçîëÿöèè è äð.). Ïàðàìåòðû ìîäåëè q̃ = (q, x0) òðåáóþò áîëåå
òî÷íîé îöåíêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ ýïèäåìèè è ìåð åå êîíòðîëÿ, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî ôîðìóëèðóþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è, êîòîðûå ñîñòîÿò â îöåíêå ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè (3) ïî äîïîëíèòåëüíûì èçìåðåíèÿì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ôèêñèðîâàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè:

fk = h(x(tk), tk, q̃) + εk, k = 1, . . . , K, (2)

ñ îøèáêîé εk � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
íóëåâûì ñðåäíèì è ïîñòîÿííîé äèñïåðñèåé σ2.
Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ q̃ â îáðàòíîé çàäà÷å (3)-(2)

÷àñòî èñïîëüçóþò îöåíêó äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, îñíîâàííóþ íà ìàòðèöå êîâà-
ðèàöèé [2] è ðàññìàòðèâàþùèå ïàðàìåòð ïîïóëÿöèè êàê ôèêñèðîâàííûé ñ ïðèìå-
íåíèåì ïîäõîäà Ìîíòå Êàðëî. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áàéåñîâ-
ñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû (ÁÄÈ) [3], çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èìåþò (àïîñòåðèîðíóþ)
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ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùóþ ïðàâäîïîäîáèå òîãî, ÷òî ïàðàìåòð q̃ èìååò
ýòè çíà÷åíèÿ:

π(q̃) := πposterior(q̃|f) =
πlikelihood(f |q̃)πprior(q̃)∫
πlikelihood(f |q̃)πprior(q̃) dq̃

. (3)

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â çíàìåíàòåëå ðàçìåðíîñòè m + n òðóäîåìêî [4]. Äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå ìàðêîâñêîé öåïè Ìîíòå Êàðëî (MCMC). Îñíîâíàÿ
èäåÿ [5] ìåòîäà ñîñòîèò â

� ïîñòðîåíèè öåïè Ìàðêîâà, (a) ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ, è (b) ÿäðî ïåðåõîäà, óïðàâëÿþùåå âåðîÿòíîñòüþ ïåðå-
õîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ q̃ â äðóãîå q̃′, íàäåëÿåò öåïü ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì, ðàâíûì àïîñòåðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ π(q̃),

� ìîäåëèðîâàíèè öåïè Ìàðêîâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåàëèçàöèè q1, . . . , qm, x01, . . . , x
0
n,

ðàññìàòðèâàåìîé êàê (ïîñëåäîâàòåëüíî-êîððåëèðîâàííûå) âûáîðêè èç π(q̃).

ÁÄÈ, âî-ïåðâûõ, ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü ïðåäûäóùóþ (ò.å. äî ñáîðà äàííûõ fk) èí-
ôîðìàöèþ î ïàðàìåòðàõ ìîäåëè â ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Âî-âòîðûõ, ÁÄÈ äàåò
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷, êîòîðîå êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàåò íåîïðåäå-
ëåííîñòü âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ.
Â ðàáîòå áóäóò ïîëó÷åíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýïè-

äåìèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðîñòðàíåííîñòè òóáåðêóëåçà (ÒÁ) [6] â ðåãèîíàõ
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî äàííûì îá èíôèöèðîâàííûõ ÒÁ, èíôèöèðîâàííûõ ÒÁ è
ÂÈ×, óìåðøèõ îò ÒÁ ñ 2010 ïî 2023 ãã.
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Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà â Äàëüíåâîñòî÷íîì öåíòðå ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïðè ôèíàí-
ñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè, ñîãëàøåíèå îò 28 ôåâðàëÿ 2024 ã. � 075-02-2024-1432
ïî ðåàëèçàöèè ïðîãðàìì ðàçâèòèÿ ðåãèîíàëüíûõ íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
öåíòðîâ.

Çàäà÷à Ñòåôàíà îïèñûâàåò ôàçîâûå ïåðåõîäû ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé ðàçäåëà ôàç è âîç-
íèêàåò â øèðîêîì ñïåêòðå ïðèêëàäíûõ çàäà÷: òåïëîîáìåí, êðèñòàëëèçàöèÿ, òàÿíèå è äð.
Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà áûëà ïðåäëîæåíà ß. Ñòåôàíîì [1]. Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ ðàçâè-
âàëàñü â òðóäàõ Ë. Ðóáèíøòåéíà, À. Ôðèäìàíà, Î. À. Îëåéíèê è Ñ. Ë. Êàìåíîìîñòñêîé,
À. Ã. Äþâî, À. Ì. Ìåéðìàíîâà, J. Bolatti è D. A. Tarzia.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ñ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíî-
ñòè:

∂u

∂t
= a(u)

∂2u

∂x2
, 0 < x < s(t), t > 0. (1)

Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ:

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈W 1
2 , u0(1) = 0, (2)

a(u)ux(0, t) = 0, (3)

u(s(t), t) = 0, (4)

a(u)ux(s(t), t) = −φ(s(t))s′(t), (5)

ãäå φ(s) � ôóíêöèÿ ñêðûòîé òåïëîòû, çàâèñÿùàÿ îò ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðó u(x, t), à òàêæå ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç s(t).
Àïïðîêñèìàöèîííîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ:

um(x, t) =
m∑
k=0

ck(t)ωk(x, t), (6)

ãäå ωk(x, t) � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, çàâèñÿùàÿ îò ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû s(t).
Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ um ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àïðèîðíûå îöåíêè:∫ s(t)

0
u2m dx+ 2

∫ t

0

∫ s(τ)

0

[
a(um) + a′(um)um

]
u2mx dx dτ ≤ c20, (7)
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∫ s(t)

0
u2mx dx+

∫ t

0
u2mx(s(τ), τ)s

′(τ) dτ + 2δ

∫ t

0

∫ s(τ)

0
u2mxx dx dτ ≤ c21, (8)∫ t

0

∫ s(τ)

0
u2mt dx dτ ≤ c̃

(∫ T

0
s′2(τ) dτ + 1

)
. (9)

Äàííûå îöåíêè îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåì êîìïàêòíîñòè èç [2] äëÿ
ôóíêöèé èç øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáù¼ííîãî ðå-
øåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ s(t) ïîñòðîåí îïåðàòîð:

G(s(t)) = Φ−1

(
α− a(0)

∫ s(t)

0
B(u(ξ, t))dξ

)
, (10)

ãäå Φ(s) =
∫ s
0 φ(ξ) dξ, B(u) =

∫ u
0

1
a(η) dη, α = Φ(1) + a(0)

∫ 1
0 B(u0(ξ)) dξ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà G ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìíîæåñòâî S ⊂ W 1

2 (0, T ), ñîñòîÿùåå èç íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé s(t) ñ ôèêñèðîâàííûì íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì è îãðàíè÷åííîé íîðìîé ïðîèçâîäíîé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð G
ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî S â ñåáÿ, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â C[0, T ], è S êîìïàêòíî â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå, äåëàåòñÿ âûâîä î ñóùå-
ñòâîâàíèè ôóíêöèè s∗(t) ∈ S, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî G(s∗) = s∗. Ýòà ôóíêöèÿ
îïèñûâàåò êîððåêòíîå äâèæåíèå ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì
ìîäåëè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû, ïîçâîëÿÿ ó÷èòûâàòü ñëîæíóþ
çàâèñèìîñòü ñêðûòîé òåïëîòû îò ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðè ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íà÷àëüíûå äàííûå è íåëèíåé-
íîñòü óðàâíåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
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Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ
630090, Íîâîñèáèðñêàÿ îáëàñòü, ã. Íîâîñèáèðñê, ïð-êò Àêàäåìèêà Êîïòþãà, ä.1
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Ñèëüíåéøåå çåìëåòðÿñåíèå ïðîèçîøëî 30 èþëÿ 2025 ãîäà íà òåððèòîðèè Êàì÷àòñêî-
ãî êðàÿ è Ñàõàëèíñêîé îáëàñòè. Ìàãíèòóäà (èíòåãðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âûäåëèâøåéñÿ
ýíåðãèè) îöåíèâàåòñÿ êàê 8, 8, òî åñòü ýòî ñåéñìè÷åñêîå ñîáûòèå âõîäèò â äåñÿòêó ñèëü-
íåéøèõ ñ íà÷àëà ÕÕ âåêà. Íà òåððèòîðèè Êàì÷àòêè, Ñàõàëèíà è Êóðèëüñêèõ îñòðîâîâ, à
òàêæå â ßïîíèè è ÑØÀ áûëà îáúÿâëåíà óãðîçà öóíàìè. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà îãðîìíóþ
ìîùü ïîäâîäíîãî çåìëåòðÿñåíèÿ, êàòàñòðîôè÷åñêè áîëüøèõ âîëí, â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
Âåëèêîãî âîñòî÷íî-ÿïîíñêîãî çåìëåòðÿñåíèÿ 11 ìàðòà 2011 ãîäà, íèãäå íå íàáëþäàëîñü.
Îòìåòèì, ÷òî ñòîèìîñòü ýâàêóàöèîííûõ ìåðîïðèÿòèé â îæèäàíèè ãèãàíòñêèõ âîëí ìîæåò
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü íåïîñðåäñòâåííûé óùåðá áåðåãîâîé èíôðàñòðóêòóðå.

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå â ðàçíûõ ñòðàíàõ öåíòðîâ ïðåäóïðåæäåíèÿ î öóíàìè è ðàçâè-
òûõ èíñòðóìåíòàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, çàäà÷à îïåðàòèâíîé
(áûñòðîé) îöåíêè ïàðàìåòðîâ âîëíû öóíàìè âäîëü ïîáåðåæüÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå
èìååò íàäåæíîãî ðåøåíèÿ.

Â Èíñòèòóòå àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ ÐÀÍ ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæ-
íîñòè áûñòðîé, â òå÷åíèå 1−−2 ìèíóò, îáðàáîòêè äàííûõ è ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ
ïîëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îæèäàåìûõ ìàêñèìàëüíûõ âûñîò âîëíû âäîëü âñåãî çàùèùàåìî-
ãî ïîáåðåæüÿ.

Â ÷àñòíîñòè, áûë ðàçðàáîòàí ñïåöèàëèçèðîâàííûé àïïàðàòíûé óñêîðèòåëü ðàñ÷åòîâ íà
îñíîâå ìèêðî÷èïà âåíòèëüíîé ìàòðèöû ïðîãðàììèðóåìîé ïîëüçîâàòåëåì (Field Programmable
Gates Array � FPGA) äëÿ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû (ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþùåé äâèæå-
íèå âîëíû öóíàìè) ñ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ñóïåðêîìïüþòåðà. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëíû ÷åðåç âåñü Òèõèé îêåàí çàíèìàåò 22, 5 ìèíóòû (íà ñåòêå 9601 × 6781 óçëîâ �
30 ÷àñîâ ôèçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âîëíû). Ðàñïðåäåëåíèå îæèäàåìûõ âûñîò âîëíû öóíàìè
âäîëü ïîáåðåæüÿ ïðîòÿæåííîñòüþ 1000 êèëîìåòðîâ çàíèìàåò ìåíåå îäíîé ìèíóòû. Ñ öåëüþ
òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîé òåõíîëîãèè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàáîòû:èññëåäîâàíà çàâèñè-
ìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò ðàçìåðà ðàñ÷åòíîé ñåòêè; ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè
òî÷íûìè ðåøåíèÿìè; ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ (îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà, èñ-
ïîëüçóåìîãî ñëóæáàìè ÑØÀ) è ïðåäëîæåííîé ñõåìû ÌàêÊîðìàêà; çàâèñèìîñòü îò äàííûõ
öèôðîâîé áàòèìåòðèè; çàâèñèìîñòü çîí íàèáîëüøåé àìïëèòóäû îò ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà;
ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà ñåòêàõ ðàçíîé äåòàëüíîñòè.

Ñîçäàíèå íàäåæíûõ èíñòðóìåíòîâ îïåðàòèâíîãî ïðîãíîçà îïàñíîñòè öóíàìè âîçìîæíî
óæå â áëèæàéøåå âðåìÿ.
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Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåí-
íîãî çàäàíèÿ, ïðîåêò FSRG-2023-0025.

Èññëåäîâàíû âîïðîñû êîððåêòíîñòè äëÿ íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïèñûâà-
þùåé êîíòàêò óïðóãîé ïëàñòèíû Òèìîøåíêî. Ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê
ïëàñòèíà ìîæåò êîíòàêòèðîâàòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñ æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì ïî
ïîëîñå çàäàííîé øèðèíû. Íåäåôîðìèðóåìîå ïðåïÿòñòâèå èìååò îïðåäåëåííóþ ãåî-
ìåòðèþ è îãðàíè÷èâàåò ïåðåìåùåíèÿ, à òàêæå óãëû ïîâîðîòîâ íîðìàëüíûõ âîëîêîí
ïî âíåøíåé áîêîâîé êðîìêå. Ïðåïÿòñòâèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ öèëèíäðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòè, îáðàçóþùèå êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíû.
Êðîìå òîãî, ïðåïÿòñòâèå ïðèêàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïî ïîëîñå çà-
äàííîé øèðèíû â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè. Ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè íàä
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìå-
ùåíèé çàäàåòñÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ è óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ â ïîäõîäÿùåì
ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà. Óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ, îïèñûâàþùåå êîíòàêò, çàïèñûâàåòñÿ
äëÿ ïåðåìåùåíèé è óãëîâ ïîâîðîòà íîðìàëüíûõ âîëîêîí. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íàéäåíà ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïî-
ñòàíîâêà â ðàìêàõ óñëîâèÿ î äîïîëíèòåëüíîé ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé
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çàäà÷è [1]. Óñòàíîâëåíà êà÷åñòâåííàÿ ñâÿçü ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ñ ðàíåå èçó÷åííîé
çàäà÷åé [2], â êîòîðîé ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïëàñòèíû êîíòàêòèðóþùåé ïî âñåé øèðèíå
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ âèäà íåðàâåíñòâ ïðè îïè-
ñàíèè âîçìîæíîãî êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëè ïëàñòèíû
Êèðõãîôà-Ëÿâà, ñì., íàïðèìåð, [3].
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Ïîëå ñêîðîñòåé ëèíåéíî ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå, à ïîëÿ òåìïåðàòóð è äàâëåíèé �
êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè òîé æå êîîðäèíàòû. Àíàëèç ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé Íàâüå �
Ñòîêñà è òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ òå÷åíèÿ â ñëîå. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî àíà-
ëèçà çàäà÷è ïðè ëþáûõ ñêîðîñòÿõ ïðîíèöàåìîñòè. Îñíîâíûì ïðèåìîì èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå êðàåâîé çàäà÷è ê çàäà÷å Êîøè.
Íà ðèñ. 1 ÷èñëåííî ïîñòðîåí ñïåêòð F = F (R) â ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò, F � áåçðàçìåðíûé ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, R = lν−1v0 � ÷èñëî
Ðåéíîëüäñà, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, v0 � ñêîðîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ.
Âåòâü 1 ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà R, à âåòâè 2, 3 �
ïîëîæèòåëüíûì. Îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì F ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî âåòâü 3. Îäèí
èç êîíöîâ âåòâè 3 ñîîòâåòñòâóåò íàéäåííîé àñèìïòîòèêå F = −12R, à äðóãîé ïðè
F → 0?0 ñòðåìèòñÿ ê îáùåé ñ âåòâüþ 2 âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòèêå ïðè lg |R| ≈ 0.799.

Ðèñ. 1. Ñïåêòð F = F (R) çàäà÷è
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð F = F (R) îáëàäàåò íååäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ. Â ÷àñò-
íîñòè, íà âåòâè 3 (R > 0) èìååòñÿ îò îäíîãî äî òð¼õ çíà÷åíèé ñîáñòâåííîãî ÷èñëà
F , îòâå÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà R. Ó÷àñòîê âåòâè 2 ñ íååäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì ïðåäñòàâëåí â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå íà ðèñ. 1. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ ðåøåíèé ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì: îäíî ñîîò-
âåòñòâóåò àñèìïòîòèêå F = −12R, à âòîðîå � çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà R = 6.303 (îáùàÿ
âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà âåòâåé 2 è 3).
Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì âàæíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà: â áîëüøèíñòâå çàäà÷

òåïëîâîé êîíâåêöèè, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èìåííî ñîâîêóï-
íîñòü ðåøåíèé äëÿ âñåãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, à íå îòäåëüíîå ðåøåíèå
äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Òàêæå ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå òåñòîâîé ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òàõ, à òàêæå ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ñèòóàöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.
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íîå óðàâíåíèå, ôèëüòðàöèÿ, òðåùèíîâàòàÿ ñðåäà

Ïîÿâëåíèå íîâûõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè, ó÷èòûâàþùèõ âíóòðåííèå âçàèìîäåéñòâèÿ
â ñëîæíûõ ñðåäàõ, äàëî òîë÷îê ðàçâèòèþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáðàòíûõ è íåëîêàëü-
íûõ çàäà÷ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà ôèëüòðàöèè. Ê òàêèì óðàâíåíèÿì
îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à òàêæå
ñâÿçàííûå ñ íèìè ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ.
Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî äâóì êîýôôèöèåíòíûì îáðàòíûì çàäà÷àì

äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà, îïèñûâàþùåãî ôèëüòðàöèþ ñëàáî-
ñæèìàåìîé æèäêîñòè â òðåùèíîâàòûõ ñðåäàõ (ïî÷âàõ, íåôòÿíûõ ïëàñòàõ è äð.).

(u+ ηMψ(u))t + k(t)Mψ(u) + g(t)u = f(t, x). (1)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îáðàòíûå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ ψ(ρ), f(t, x), β(t, x), U0(x), φ1(t), φ2(t), ω(t, x),

ïîñòîÿííîé η è g(t) = 0 íàéòè ïàðó ôóíêöèé {u(t, x), k(t)}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâ-
íåíèþ (1) â öèëèíäðå QT = (0, T )×Ω, ãäå Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
∂Ω, êðàåâûì óñëîâèÿì

(u+ ηMψ(u))
∣∣
t=0

= U0(x), x ∈ Ω, (2)

u = β(t, x), (t, x) ∈ ST = (0, T )× ∂Ω, (3)

è óñëîâèþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ∫
∂Ω

{
η
∂(ψ(u))t

∂N
+ k(t)

∂ψ(u)

∂N

}
ω(t, x) ds+ φ1(t)k(t) = φ2(t) (4)

ïðè t ∈ (0, T ). Çäåñü M � ëèíåéíûé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà

M = −div(M(x)∇) +m(x)I,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, M(x) � ìàòðèöà ôóíêöèé mij(x), i, j = 1, 2, ..., n,
m(x) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ;

∂

∂N
= (M(x)∇, n̄),
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n̄ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω.
Çàäà÷à 2. Ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ ψ(ρ), f(t, x), β(t, x), U0(x), φ(t), ω(t, x), ïîñòî-

ÿííîé η è k(t) = 1 íàéòè ïàðó ôóíêöèé {u(t, x), g(t)}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ
(1) â öèëèíäðå QT = (0, T )×Ω, êðàåâûì óñëîâèÿì (2), (3) è óñëîâèþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ∫

∂Ω

{
η
∂(ψ(u))t

∂N
+
∂ψ(u)

∂N

}
ω(t, x) ds = φ(t)

ïðè t ∈ (0, T ).
Äëÿ çàäà÷ 1 è 2 íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u, îïðåäåëåííîãî â Qt∗ = (0, t∗)× Ω, ãäå 0 < t∗ ≤ T , èç êëàññà
W (t∗) = {v |ψ(v) ∈ C([0, t∗];W 2

2 (Ω)), v ∈ C([0, t∗];L4(Ω)), vt ∈ L∞(0, t∗;L2(Ω)), (ψ(v))t ∈
L∞(0, t∗;W 2

2 (Ω))} è íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ èç C([0, t∗]). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëî-
êàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ äàííûõ, ðàçðà-
áîòàííûé àâòîðîì â [1] íà îñíîâå èäåè ñâåäåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ê îïåðàòîðíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ íåèçâåñòíîãî êîýôôèöèåíòà [2].
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Ïóñòü γ = (γ1, . . . , γn) � ìóëüòèèíäåêñ, ñ ôèêñèðîâàííûìè ìàëî îòðèöàòåëüíû-

ìè êîîðäèíàòàìè γi > −1 è ïóñòü Bγi=
∂2

∂x2i
+ γi
xi

∂
∂xi
, x=(x1, . . . , xn)∈R+

n = x : xi > 0.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆Bγ =
∑n

i=1Bγi . Íàòó-
ðàëüíàÿ ñòåïåíü ýòîãî îïåðàòîðà ∆m

Bγ
íàçûâàåòñÿ B-ïîëèãàðìîíè÷åñêèì îïåðàòîðîì

ïîðÿäêà m. Ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Êèïðèÿíîâà�Áåëüòðàìè [1-2] ïîëó÷åíî ðàâåí-
ñòâî ∆Bγφ(|x|)=Bµφ(|x|), µ=n+|γ|−1, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äîêàçàíà ôîðìóëà ïîíè-
æåíèÿ ïîðÿäêà B-ïîëèãàðìîíè÷íîñòè: ∆m

γ |x|2m−n−|γ| = Ξ(m,n, γ)Bµr
2−n−|γ|.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî
Ë.Øâàðöà Sev = Sev(R+

n ), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé ÷åòíûõ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå ñâî-
åãî àðãóìåíòà. ×èñëî |γ| = γ1+γ2+ ...+γn (âîçìîæíî îòðèöàòåëüíîå), ñëåäóÿ [2], áó-
äåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòîì ñêðûòîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, à ÷èñëî n+|γ| > 0 �
ïñåâäîåâêëèäîâîé ðàçìåðíîñòüþ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn. δ-Ôóíêöèåé Äèðàêà�
Êèïðèÿíîâà ñ íîñèòåëåì â íà÷àëå êîîðäèíàò áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíîå âåñîâîå
ðàñïðåäåëåíèå â âåñîâîé ëèíåéíîé ôîðìå (u, φ)γ =

∫
u(x)φ(x)xγdx, îïðåäåëåííîå

ñîîòíîøåíèåì (δγ, φ)γ=φ(0) (ââåäåíî â [3]). Ðàñïðåäåëåíèå Äèðàêà�Êèïðèÿíîâà ñ
íîñèòåëåì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå R+

n ââîäèòñÿ íà îñíîâå îïåðàòîðà T-ïñåâäîñäâèãà
(ñì. [3]).
Ïîèñê ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ B-ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñâåäåíî ê ïî-

èñêó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà Áåññåëÿ Bµ ñ ïàðàìåòðîì µ=n+|γ|−1.
Äëÿ ïñåâäîåâêëèäîâîé ðàçìåðíîñòè n+|γ|=µ+1, âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé A) : n+ |γ|<1 ïðè ýòîì −1<µ<0.
Ñëó÷àé B) : n+ |γ|=1 ïðè ýòîì µ=0.
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Ñëó÷àé C) : n+ |γ|>1 ïðè ýòîì µ>0.
Â êàæäîì èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèåB-ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî

îïåðàòîðà ∆ ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì
îïåðàòîðà Áåññåëÿ Bµ, µ=n+ |γ| − 1. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

Ñëó÷àé A) −1 < n+ |γ| < 0.

Òåîðåìà 1.Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåìK- ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà∆m
B−γ

ïðè −1 < µ < 0 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå R+
n ñîîòâåò-

ñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
E(A)(|x|) = M(m,n, γ) |x|2m−n+|γ|, E(A)(|x|) = M(m,n, γ) Txy |x|2m−n+|γ|.

ãäå M(m,n, γ) � êîíñòàíòà.

Ñëó÷àé B): µ=n+ |γ| − 1=0.

Òåîðåìà 2. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì B-ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆m
Bγ

ïðè óñëîâèè (µ=n+ |γ|−1=0) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
R+
n ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðåãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå â S ′

ev, ñîîòâåòñòâåííî

E(B)(x− y) =
|x− y|2m−n−|γ|

Ξ(m,n, γ) |S1(n)|γ
=

|x− y|2m−1

Ξ(m,n, γ) |S1(n)|γ
.

Ñëó÷àé C): n+ |γ|>1.

Òåîðåìà 3.Ïóñòü ÷èñëî µ+1
2

= n+|γ|
2

íå íàòóðàëüíîå èëè íàòóðàëüíîå, íî n+|γ|<m.
Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R+

n äëÿB-ïîëèãàðìî-
íè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆+Bm, m = 1, 2, 3, . . . ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Em,n,γ(x) =
(−1)mΓ(

n+|γ|
2

−m)

22mΓ(m)Γ(
n+|γ

2
)
|T yx|2m−n−|γ|.

à ïðè 2m ≥ n+|γ|

Em,n,γ(x) = (−1)
n+|γ|−2

2

22mΓ(m)Γ(m+1−n+|γ|
2

)Γ(
n+|γ|

2
)
|T yx|2m−1−n−|γ| ln |x|.

Çäåñü T yx � ñäâèã Ïóàññîíà [3].
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ, îïåðàòîð T-
ïñåâäîñäâèãà, J-ïðåîáðàçîâàíèå Áåññåëÿ, ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 24-
21-00387).

Ïóñòü Rn={x = (x1, . . . , xn)}, R+
n={x : xi > 0}, R+

n={x : xi ≥ 0}, i = 1, n. Èçó÷åíèå
óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ, ñîäåðæàùèõ
îòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð, áûëî èíèöèèðîâàíî È.À. Êèïðèÿíîâûì. Òàêèå èññëåäîâà-
íèÿ íà÷àòû â ðàáîòå [1] äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà

∆B−γ =
n∑
i=1

B−γi , B−γi =
∂2

∂x2i
− γi
xi

∂

∂xi
, −γ = (−γ1, . . . ,−γn) , −γi ∈ (−1, 0).

Ïóñòü µi = (γi + 1)/2. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé Áåññåëÿ B−γi u+ u = 0, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

J−µi(x) = Γ(1− µi) 2
−µi xµii J−µi(x) , Jµi(x) = Γ(1 + µi)2

µi xµi Jµi(x),
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ãäå J∓µi � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü Jµ(x) =
∏n

i=1 Jµi , ãäå µ ìóëüò-
èíäåêñ, c êîîðäèíàòàìè µi ∈

(
1
2
, 1
)
. ×åðåç Sev = Sev(R+

n ) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé Øâàðöà, ñîñòîÿùåå èç ÷åòíûõ ïî Êèïðèÿ-
íîâó [2, c.21] ôóíêöèé. ×åðåç Ξm−γ = Ξm−γ(R+

n × R+
n ) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ÷åòíûõ ôóíêöèé a(x, ξ) óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó∣∣ (Bαi
−γi
)
x

(
Bβi

−γi
)
ξ
a(x, ξ)

∣∣ ≤ C (1 + ξ2)
m−|β|

2 , êîíñòàíòà C=Cα,β íå çàâèñèò îò x, ξ.
×åðåç Hs

−γ(R+
n ) îáîçíà÷èì ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Sev ïî íîðìå

∥u∥2Hs
−γ

=

∫
R+
n

(
1 + |ξ|2

)s |û(ξ)|2 ξ−γ dξ,

ãäå û � ÷åòíîå J-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè u (ñì. [1]). Ââåäåì ïñåâäîñäâèã

Tyxf(x) =
π∫

0

. . .

π∫
0

f
(
x

α→ y
) n∏
i=1

Γ
(
γi+3
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γi+2
2

) (xi yi)
γi+1

(xi
αi→ yi )γi+1

(sinαi)
γi+1 dαi,

ãäå (x
α→ y ) � âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî xi

αi→ yi =
√
x2i + y2i − 2xi yi cosαi.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèþ u ∈ Sev(R+
n ) ïî ôîðìóëå

Au(x) =

∫
R+
n

∫
R+
n

Tyx Jµ(xξ) a(x, ξ) u(y) y−γ dy ξ−γ dξ ,

áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíûì J-ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Êèïðèÿíîâà.
Òåîðåìà. Ïóñòü A � ñèíãóëÿðíûé J-ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Êèïðè-

ÿíîâà, îòâå÷àþùèé ñèìâîëó a (x, ξ) ∈ Ξm−γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |a(x0, ξ0)| = c0 ̸= 0 �
çíà÷åíèå ñèìâîëà â òî÷êå x0, ξ0. Òîãäà äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Ω+ ⊂ R+

n òî÷êè x0,
à òàêæå äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë s, l < m è ε > 0 íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ uε(x) = Jµ(x, λξ0) φ(x), (λ = λε � áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, a φ ÷åòíàÿ ïî Êèïðèÿíîâó, ñ íîñèòåëåì â Ω+), òàêàÿ ÷òî

∥uε∥Hs−m+ℓ
−γ

⩽ ε ∥uε ∥Hs
−γ
,∣∣∣ ∥Auε∥Hs−m

−γ
− C0 ∥uε ∥Hs

−γ

∣∣∣ ⩽ ε ∥uε ∥Hs
−γ

,

â êîòîðûõ

∥uε ∥Hs
−γ

= max

(√∫
(1+|ξ|2)s

(
Tλξ0ξ |φ̂(ξ)|2

)
ξ−γ dξ , ∥uε∥Hs

−γ

)
.
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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé.
Àëãîðèòì ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé àêóñòèêè. Àëãîðèòì îñíî-

âûâàåòñÿ íà ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ, ìíîãîìåðíîå çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîìåðíûå
íà èíòåðâàëå âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (1)-(2) îáû÷íî ïðèìåíÿþò êàêîé-ëèáî êî-
íå÷íî ðàçíîñòíûé àëãîðèòì. Çäåñü áûëî ïðåäëîæåíî îò ñèñòåì (1)-(2) ïåðåõîäèòü ê
èõ êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
Ïóñòü èìååì ìíîãîìåðíóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ çàäà÷ó:

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
+B

∂u

∂y
= 0, (1)

U(x, y, 0) = U0(x, y). (2)

Ðàññìîòðèì äëÿ ñèñòåìû (1) çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (2) è ïðåäïîëîæèì,
÷òî A èB � êâàäðàòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû ïîðÿäêàm, à ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
(1) ðàâíà íóëþ.
Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)-(2) ñòðîèòñÿ íà îñ-

íîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ êàê [1,2] èñõîäíîé ñèñòåìû íà äâå îäíîìåðíûå, ïî x è ïî
y.
Ïðè ýòîì íà èíòåðâàëå âðåìåíè ti ≤ t ≤ ti+1 èìååì:

∂φ

∂t
+ A

∂φ

∂x
= 0, φ(x, y, ti) = u(x, y, ti) (3)

∂ψ

∂t
+B

∂ψ

∂y
= 0, ψ(x, y, ti) = φ(x, y, ti+1) (4)

u(x, y, ti+1) = ψ(x, y, ti+1)

Òåïåðü âìåñòî çàäà÷è (1)-(2) íà êàæäîì èíòåðâàëå âðåìåíè ti ≤ t ≤ ti+1 ìîæíî
ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷è (3)-(4) è òåì ñàìûì íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (1)-(2). Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3)-(4) îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ êàêîé-ëèáî
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êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àëãîðèòì. Â ðàáîòàõ [2] áûëî ïðåäëîæåíî îò ñèñòåì (3)-(4)
ïåðåõîäèòü ê èõ êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

∂rk
∂t

+ λk
∂rk
∂x

= 0. (5)

∂sk
∂t

+ µk
∂sk
∂y

= 0. (6)

ãäå rk, sk - ðèìàíîâû èíâàðèàíòû, λk, µk− äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö
À è Â. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé (5)-(6) áûëè èñïîëüçîâàíû êàê [3] ÿâíûå è íåÿâíûå
ðàçíîñòíûå ñõåìû áåãóùåãî ñ÷åòà. Â ýòîì ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåì (5)-(6) âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè.
Äåéñòâèòåëüíî, èç (5) ñðàçó ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:

rk(x, y, ti+1) = rk(x− λk(ti+1 − ti), y, ti), (7)

Èç(6)ñëåäóåò,÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Sk = (x, y, ti+1) = Sk(x, y − µk(ti+1 − ti), ti). (8)

ãäå Sk- ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé ψk, êîòîðûå ïðè t = ti èçâåñòíû, òàê êàê
ψk(x, y, ti) = φk(x, y, ti+1), è , Sk îïðåäåëåíû ïðè t = ti.
Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì (3)-(4) èëè (5)-(6) ðàçíîñò-

íûìè ìåòîäàìè ïðåäëàãàåòñÿ íà êàæäîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ti ≤ t ≤ tι+1 äëÿ
ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëüçîâàòüñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè (7)-(8). Ïóñòü â ïëîñêîñòè (x, y) ðàñïðîñòðàíåíèå çâó-
êîâûõ âîëí îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé àêóñòèêè;

∂u

∂t
+

1

ρ0

∂p

∂x
= 0,

∂v

∂t
+

1

ρ0

∂p

∂y
= 0,

∂p

∂t
+ ρ0c

2
0(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
) = 0

(9)

Çäåñü u = u(x, y, t), v = (x, y, t) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê
ñðåäû, p = p(x, y, t) � äàâëåíèå â ñðåäå, c0 � ñêîðîñòü çâóêà. Ïîñòîÿííûå ρ0, c20 ñâÿçàíû
ñî ñâîéñòâàìè ñðåäû: ρ0 - åå ïëîñêîñòü, c20 � õàðàêòåðèçóåò ñæèìàåìîñòü ñðåäû.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

ρ = c20(ρ− ρ0).

Íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî:∫∫

γ

(ρ0
u2 + v2

2
+

ρ2

2ρ0c20
)dxdy + pudydt+ pvdtdx = 0

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñëó÷àå
äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâàíèåì äëÿ âûâîäà ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë áó-
äóò ñëóæèòü èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
ìàññû è èìïóëüñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèóëüòðàïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, êðàåâûå çàäà÷è, ðåãóëÿðíûå
ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

Áëàãîäàðíîñòè: Äîêëàä ïîäãîòîâëåí â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòè-
òóòà Ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-0008).
Â äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèóëü-

òðàïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

ut + a(t)
∂2p+1u

∂x2p+1
−∆yu+ c(x, y, t)u = f(x, y, t), (1)

ãäå p ≥ 0 � öåëîå ÷èñëî.
Ñóòü ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

y çàäàþòñÿ óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî âèäà.
Çäåñü x, y, t � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå òàêèå, ÷òî x ∈ Ω, Ω � èíòåðâàë (0, 1)

îñè OX, y ∈ G ⊂ Rm, t ∈ (0, T ), 0 < T < +∞. Â îáëàñòè Q = Ω × G × (0, T )
ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèóëüòðàïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (1), ãäå c(x, y, t), f(x, y, t),
a(t) � çàäàííûå ôóíêöèè. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáù¼ííûå ïî Ñ. Ë. Ñîáîëåâó ïðî-
èçâîäíûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.

88



ÓÄÊ 539.13

Äîçâóêîâîå îáòåêàíèå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìûõ ñòåðæíåé,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé

© Ìàìàòîâà Íèãîðà Òóõòàáàåâíà

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà èì. Ìèðçî Óëóãáåêà,
Óçáåêèñòàí, 100174, ã. Òàøêåíò, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 4
nigmamatova@yandex.com

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåíèå Êóëîíà, óïðóãî-ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ, çíàêîïåðåìåííîå
íàãðóæåíèå, íåëèíåéíûå äèàãðàììû íàãðóæåíèé, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè ïðîòÿæåííûõ
êîíñòðóêöèé ñ óñëîâèåì Êóëîíîâà òðåíèÿ â óïðóãîïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìûõ êîíñòðóê-
öèÿõ ïîëó÷åíû òîëüêî ïðè ïîñòîÿííûõ èìïóëüñèâíûõ íàãðóæåíèÿõ âî âðåìåíè [1], [2]. Ó÷åò
ïåðåìåííîñòè âíåøíèõ íàãðóçîê, ÷òî íåðåäêî ñâÿçàíî ñ ïîòðåáíîñòÿìè ïðàêòèêè ñóùåñòâåí-
íî óñëîæíÿåò ðåøåíèå ýòîãî êëàññà çàäà÷ � ñòàíîâÿòñÿ çàðàíåå íåèçâåñòíûìè îáëàñòè êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Êóëîíîâà òðåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíàêàìè îòíîñèòåëüíûõ
ñêîðîñòåé.

Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óäàðíîì è çíàêîïåðåìåííîì íàãðóæåíèè ïðîòÿ-
æåííîé äåôîðìèðóåìîé êîíñòðóêöèè, íàõîäÿùåéñÿ â óïðóãîé ñðåäå è âçàèìîäåéñòâóþùåé
ñ íåé ïî çàêîíó ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà. Çàäà÷à õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ìàòåðèàë êîíñòðóê-
öèè ìîæåò áûòü íå òîëüêî ëèíåéíî-óïðóãèì, íî è íåëèíåéíî äåôîðìèðóåìûì ìàòåðèàëîì.
Ê ýòèì íåëèíåéíîñòÿì, õàðàêòåðèçóþùèì ìàòåðèàë êîíñòðóêöèè, ïðèáàâëÿþòñÿ íåëèíåé-
íîñòè ïðèñóùèå äëÿ çàêîíîâ ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà.

Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé àêòèâíûõ äèàãðàìì íàãðóæåíèé, ðåøåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ â âèäå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ â íà÷àëüíîé ñòàäèè
óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ. Äëÿ ìàòåðèàëîâ êîíñòðóêöèè ñ ñóùåñòâåííûìè íåëèíåéíûìè äèàã-
ðàììàìè íàãðóæåíèé, íå ïîä÷èíÿþùèìèñÿ ñõåìàì Ïðàíäòëÿ ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä
õàðàêòåðèñòèê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àíàëèçàìè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ïðîâåðåíà äîñòîâåð-
íîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé: ïðè óñòðåìëåíèè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ê íóëþ,
íà êîíòàêòå âçàèìîäåéñòâèÿ, ðåøåíèÿ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò, êàê è îæèäàëîñü, ñ
êëàññè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ðàçðàáîòàííûìè Õ.À.Ðàõìàòóëèíûì [3].
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Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà-Îñòðîãðàäñêîãî îáùåãî äëÿ ñèñòåì ñ
ñîñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè
ñèñòåì òâåðäûõ òåë, ñîåäèíåííûõ óïðóãèìè ñâÿçÿìè ñî ñòåðæíÿìè, ïðèâîäèò ê ðàññìîòðå-
íèþ ãèáðèäíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÑÄÓ) [1, 2]. Ïîä ÃÑÄÓ ïîíèìàåòñÿ
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ÃÑÄÓ, ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò
δ-ôóíêöèé Äèðàêà, â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûé ïðåäëàãàåì êëàññèôèöèðîâàòü êàê ëèíåéíûå ÃÑÄÓ ñ ñèíãóëÿðíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Îòìåòèì, íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ëåò íà êàôåäðå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÂÑÃÓÒÓ
ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà ðàçðàáîòêó òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ èññëåäîâà-
íèÿ ëèíåéíûõ ÃÑÄÓ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè [3]. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé èñ-
ñëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàëèñü ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ðàçëè÷íûå êëàññû ñèñòåì âçàèìîñâÿçàííûõ òâåðäûõ òåë è ñòåðæíåé, îïèñûâàåìûå ÃÑÄÓ.
Âûâîä, íà îñíîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà-Îñòðîãðàäñêîãî, óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé áàëêó Ýéëåðà-Áåðíóëëè ñ
ïðèêðåïëåííîé íà íåé ñèñòåìîé âçàèìîñâÿçàííûõ òâåðäûõ òåë, è èõ àíàëèç ïîçâîëèë àâòî-
ðàì ïðåäëîæèòü îáîáùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äàííîãî êëàññà ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
[4, 5]. Ïîä îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîíèìàåòñÿ ÃÑÄÓ çàäàííîé ñòðóêòóðû,
îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì âçàèìîñâÿçàííûõ òâåðäûõ òåë, ïðèêðåïëåí-
íûõ óïðóãèìè ñâÿçÿìè ê áàëêå Ýéëåðà-Áåðíóëëè. Äëÿ îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
áûëè ðàçðàáîòàíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, îñíîâàííûå
íà ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå îáîáùåííûõ ôóíêöèé [3, 4, 5].

Â äîêëàäå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé íà ñëó-
÷àé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùåé èç n òåë, çàêðåïë¼ííûõ íà äâóõ óïðóãèõ ñòåðæíÿõ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé áàëêè Ýéëåðà�Áåðíóëëè. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ êðåïëåíèÿ òåë íà
äâà óïðóãèõ ñòåðæíÿõ ïîçâîëÿåò ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ýëåìåíòàìè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è â öåëîì ðàñøèðÿåò êëàññ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé [6].
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Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n òâåðäûõ òåë, êîòîðûå ïðèñîåäèíåíû ëèáî äðóã ê äðóãó, ëèáî ê
óïðóãèì ñòåðæíÿì ïðóæèíàìè çàäàííîé æ¼ñòêîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè ó÷èòûâàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíûå è âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ òåë, à òàêæå ïîïåðå÷íûå êî-
ëåáàíèÿ ñòåðæíåé. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû âêëþ÷àåò óïðóãèå äåôîðìàöèè ïðóæèí
è ñòåðæíåé, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îõâàòûâàåò ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
òåë, à òàêæå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé. Êîíöû ñòåðæíåé æåñòêî çàêðåïëåíû, ÷òî îòðàæåíî â
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ìîäåëè.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ îáîáù¼í-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ðàñ÷åòíûå ìîäåëè êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñèñòåìû âçàèìîñâÿçàííûõ òâåðäûõ òåë, ïðèêðåïëåííûõ ê íåñêîëüêèì ñòåðæíÿì.
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ìåòîä Ôóðüå.

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé (áåñêîíå÷íî-äèô-
ôåðåíöèðóåìîé) ãðàíèöåé Γ, Q � åñòü öèëèíäð Ω × (0, T ), S = Γ × (0, T ) � áîêîâàÿ
ãðàíèöà Q, f(x, t), h(x), N(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ Ω̄, t ∈ [0, T ],
x0 � çàäàííàÿ òî÷êà èç Ω̄.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à I: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(t) òàêèå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè u(x, t)

âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

utt −△u−△utt = f(x, t), (1)

è âûïîëíÿþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (2)

∂u(x, t)

∂ν
= q(t)h(x), (x, t) ∈ S, (3)

∫
Ω

N(x)u(x, t)dx = 0, 0 < t < T. (4)

Çäåñü è äàëåå ν = (νx1 , νx2 , ..., νxn) � âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå â òåêóùåé
òî÷êå x.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à II: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(t) òàêèå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè u(x, t)

âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (1), óñëîâèÿ (2), (4) è

u(x, t) = q(t)h(x), (x, t) ∈ S. (5)

Èçó÷àåìûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷ � èìåííî, çàäà÷, â êîòîðûõ
âìåñòå ñ ðåøåíèåì íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ òå èëè èíûå âõîäíûå äàííûå. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå âìåñòå ñ ðåøåíèåì íåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îò
âðåìåííîé ïåðåìåííîé è îïðåäåëÿþùèé ïðàâóþ ÷àñòü â ãðàíè÷íîì óñëîâèè ïåðâîãî
èëè âòîðîãî ðîäà.
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Îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì òàêæå íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ
äàííûõ ðàíåå èçó÷àëèñü äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé � ñì. [2, 1, 3, 8, 9], äëÿ
óðàâíåíèÿ æå Áóññèíåñêà ïîäîáíûå çàäà÷è ðàíåå íå èçó÷àëèñü. Îáðàòíûå çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7].
Ìû ïðèìåíèì ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Áóññèíåñêà, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ôóðüå è ñâåäåíèè çàäà÷è ê
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.
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Áëàãîäàðíîñòè
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Óïðóãèå ìàòåðèàëû, ñîäåðæàùèå ïóñòûå ïîðû, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ òåõíèêè â êà÷åñòâå áèîïðîòåçîâ, çâóêîïîãëîùàþùèõ è òåïëîèçîëÿöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèå òàêèõ ìàòåðèàëîâ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìèêðî-
äèëàòàöèîííàÿ òåîðèÿ Êîâèíà�Íóíçèàòî, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ âûñòó-
ïàþò âåêòîð ñìåùåíèÿ ñðåäû è ïîðèñòîñòü (ìèêðî-äèëàòàöèÿ) [1]. Â ðàìêàõ äàííîé
ìîäåëè ïðîâåäåíî áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé êîëåáàíèé îäíîðîäíûõ òåë.
Îäíàêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé ñòàëè âíåäðÿòüñÿ

ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ïîðèñòûå ìàòåðèàëû (ÔÃÏÌ) � êîìïîçèòû, ìàòåðè-
àëüíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ, ñîãëàñíî òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ, äîëæíû èçìåíÿòüñÿ
ïî ñòåïåííûì çàêîíàì [2]. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà êîíñòðóêöèé èç
ÔÃÏÌ òðåáóþòñÿ íàäåæíûå òåõíîëîãèè èäåíòèôèêàöèè èõ ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ,
íàïðèìåð, â êëàññå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà îñíîâå àïïàðàòà êîýôôèöèåíòíûõ
îáðàòíûõ çàäà÷ (ÊÎÇ) ïîðîóïðóãîñòè.
Ðàíåå áûë ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ àíàëîãè÷íûõ íåëèíåéíûõ

ÊÎÇ ìåõàíèêè ñâÿçàííûõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñòåðæíÿ
[3, 4] è ïîðîóïðóãîñòè ñ íàñûùåííûìè æèäêîñòüþ ïîðàìè äëÿ ñòåðæíÿ [5] è öè-
ëèíäðà [6]. Ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íà êàæäîì ýòàïå èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-
ñà óòî÷íÿëèñü èç ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà (ÈÓÔ) 1-ãî ðîäà.
Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿë âîññòàíàâëèâàòü çíà÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê â
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ñåòêè çíà÷åíèé êîîðäèíàòû.
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Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðåäñòàâëåí ïðîåêöèîííî-èòåðàöèîííûé ïîäõîä ê èäåíòè-
ôèêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ óïðóãîãî ñòåðæíÿ ñ ïóñòûìè ïîðàìè ïî äàííûì î
òîðöåâîì ñìåùåíèè, èçìåðåííîì â íåêîòîðîì âðåìåííîì äèàïàçîíå. Äëÿ ýòîãî íà
îñíîâå ñëàáîé ïîñòàíîâêè è ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åíû ÈÓÔ 1-ãî ðîäà äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ïîïðàâîê ìîäóëÿ Þíãà è ïëîòíîñòè. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ ðåøåíû ñ
ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, ïðè êîòîðîì ïîïðàâêè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçëî-
æåíèé ïî ñèñòåìå ïîëèíîìîâ. Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿ-
ëèñü èç ðåøåíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Ðåãóëÿðèçàöèè ýòîé ñèñòåìû ïðîèçâåäåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Òèõîíîâà À. Í.
Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñîñòîÿëî èç 4 ýòàïîâ. Âî-ïåðâûõ, ïî àïðèîðíîé èíôîð-

ìàöèè çàäàâàëîñü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî è
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè. Íà âòîðîì ýòàïå íàõîäèëèñü ïîïðàâêè
ñðåäè êîíñòàíò, íà òðåòüåì ýòàïå � ñðåäè ëèíåéíûõ ôóíêöèé, íà ÷åòâåðòîì ýòàïå �
ñðåäè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ çàäà÷à ïîðîóïðóãîñòè ðåøàëàñü ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçîâàííîãî â ïàêåòå FlexPDE. Ïðîâåäåíû
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðàçäåëüíîìó âîññòàíîâëåíèþ ñòåïåííûõ çàêîíîâ
èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è ïëîòíîñòè. Âûÿâëåíû íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå èíòåðâà-
ëû ñúåìà äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè è êîëè÷åñòâî òî÷åê èçìåðåíèÿ âíóòðè íèõ.
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îáëàäàåò ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäõîäîì, ïðåä-

ëîæåííûì â [3, 4], â âèäå ìåíüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè íà ðåøåíèå ïðÿìîé
çàäà÷è, áîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ñõåìû, à òàêæå áîëåå âûñîêîé òî÷-
íîñòè ðåêîíñòðóêöèè íà ïîñëåäíåì ýòàïå.
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Â ñîâðåìåííîì ìèðå ðàçðàáîòêà è àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ
âçàèìîäåéñòâèå êîíñòðóêöèé â óñëîâèÿõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ,
à òàêæå ìàòåðèàëîâ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè, òàêèìè êàê âêëþ÷åíèÿ è òðåùèíû, ÿâëÿ-
þòñÿ âàæíûìè íàïðàâëåíèÿìè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ øèðîêèì èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ âêëþ÷åíèé â ïðîèçâîäñòâå êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ÷òî
ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü èõ ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Îñîáîå çíà÷åíèå â äàííîì
àíàëèçå èìååò âûáîð êðàåâûõ óñëîâèé íà áåðåãàõ òðåùèí. Çäåñü ïðè èññëåäîâàíèè
äëÿ îïèñàíèÿ òðåùèí ïðèìåíÿþòñÿ íåëèíåéíûå êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå èñêëþ÷à-
þò âîçìîæíîñòü âçàèìíîãî ïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèí [1].
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîãî óïðóãîãî òåëà

ñ òðåùèíîé, ïåðåñåêàþùåé òîíêîå âêëþ÷åíèå â îïðåäåëåííîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ äåëèò âêëþ÷åíèå íà äâå ÷àñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîïðÿæåíèþ ìåæäó ýòè-
ìè ÷àñòÿìè. Â ýòîì êîíòåêñòå ñîïðÿæåíèå òîíêèõ æåñòêèõ è óïðóãèõ âêëþ÷åíèé
Áåðíóëëè-Ýéëåðà áûëî èçó÷åíî â ðàáîòàõ [2]-[3], à ñîïðÿæåíèå òîíêèõ óïðóãèõ âêëþ-
÷åíèé Òèìîøåíêî � â èññëåäîâàíèè [4]. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñîïðÿ-
æåíèå ñëàáî èñêðèâëåííûõ âêëþ÷åíèé.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíîé îáðàòíîé êîýôôèöè-
åíòíîé çàäà÷è äëÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ .
Â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàðÿäó ñ ðåøåíèåì òðå-

áóåòñÿ îïðåäåëèòü è ñàìî óðàâíåíèå, ò.å. íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ èëè
ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîýòîìó äëÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷, ïîìèìî
åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ êîððåêòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
êðàåâîé çàäà÷è, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ óñëî-
âèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ.
Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò íå áóäåò çàâèñåòü îò

âðåìåííîé ïåðåìåííîé, à áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.
Òàêèå çàäà÷è îáû÷íî íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè çàäà÷àìè ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà. Óñëî-
âèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî âèäà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î íàøåé çàäà÷å êàê î
ïðîñòðàíñòâåííî íåëîêàëüíîé çàäà÷å.
Îáðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ, áèî-

ëîãè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ çàðàíåå íåèçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü Q - ïðÿìîóãîëüíèê (0, 1)× (0, T ), f(x, t), N(t), µ(x) - çàäàííûå ôóíêöèè.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèè u(x, t), q(x) , ñâÿçàííûå â îáëàñòè Q óðàâíåíèåì

uttt(x, t) + uxx(x, t)− q(x)u(x, t) = f(x, t),

ãäå u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1),

u(x, T ) = 0, x ∈ (0, 1),

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

T∫
0

N(t)u(x, t)dt = µ(x), x ∈ (0, 1).
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Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûõ óðàâ-
íåíèåì

φ(t)utt −∆u+ q(t)ut = f(x, t),

(∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x1, ..., xn.)
Îñîáåííîñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ φ(t) â íåì íåîòðèöà-

òåëüíà è ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Äàííûå çàäà÷è
îòíîñÿòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷, äëÿ íèõ â ðàáîòå äîêàçûâàþò-
ñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � òî åñòü ðåøåíèé,
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýôôåê-
òèâíûå èíñòðóìåíòû äëÿ îïèñàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, ðàáîòû [1,2]. Â 2020�2022 ãîäàõ, â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ïàíäåìèè Covid-19, òàêèå
ìîäåëè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ êàê îãðàíè÷åíèÿ â ôîðìå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàëè øèðîêî
èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè çàáîëåâàåìîñòè, òàê è äëÿ àíà-
ëèçà ïîñëåäñòâèé ââåäåíèÿ èçîëÿöèîííûõ ìåð äëÿ íàñåëåíèÿ, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû
[3].
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ãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà
ñòîèìîñòè, êîòîðûé äîëæåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, àäåêâàòíî îïèñûâàòü ñèñòåìó, ò.å. áûòü
ôèçè÷åñêè ðåëåâàíòíûì, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Â òàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ ïðàâèëüíûé ïîäáîð ôóíê-
öèîíàëà ñòîèìîñòè ìîäåëè ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Òàê, ðàññìîòðèì ìîäåëü
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíèìóþ ê çàäà÷å ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ýïèäå-
ìèè, â îáùåì âèäå. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèÿ r(t),
îïðåäåëåííîãî íà èíòåðâàëå t ∈ [t0, tT ], òàêîãî, ÷òî

r(t) = argminF (r(t), y⃗). (1)

Â äàííîé ôîðìóëèðîâêå F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàë ñèñòåìû, êîòîðûé, â êîí-
òåêñòå âû÷èñëèòåëüíîé ýïèäåìèîëîãèè, îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè; y⃗ = (y1(t),
. . . , yn(t))

T ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé yi(t), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì

dy⃗

dt
= f⃗ (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
y⃗(0) = y⃗0. (3)
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Çäåñü f⃗ = (f1(t, r, y1, . . . , yn), . . . , fn(t, r, y1, . . . , yn))
T ), à y⃗0 = (y1,0, . . . , yn,0)

T . Ôóíêöèè
fi(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè, ïðè ýòîì yi,0 ∈ R. Óêàçàííàÿ ñè-
ñòåìà (2), (3) îïèñûâàåò ìåõàíèçì ïåðåäà÷è âèðóñà è ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà
â ðàìêàõ ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè SIR [4].
×òîáû èçáåæàòü òðóäíîñòåé îïèñàíèÿ ôóíêöèîíàëà ìîäåëè, îïèñàííûõ âûøå,

ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàë ñèñòåìû F â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé F1, F2, . . . , FK , ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè ai ∈ R, ãäå i =
1, . . . , K:

F (t, r, y1, . . . , yn) =a1 · F1(t, r, y1, . . . , yn) + . . .+ aK · FK(t, y1, . . . , yn). (4)

Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè êàæäàÿ ôóíêöèÿ Fi îïèñûâàåò îòäåëüíûé ïðîöåññ â ïîïó-
ëÿöèè, íàïðèìåð, èçîëÿöèþ, âàêöèíàöèþ, êàðàíòèííûå îãðàíè÷åíèÿ, äîñòóïíîñòü
êîéêî-ìåñò è ïð. Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà â äàííîì ñëó÷àå
ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ ai äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (4) íà îñíîâå ðåàëüíûõ
äàííûõ. Â ñëó÷àå, åñëè îïðåäåëåííûé ïðîöåññ íå îêàçàë çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ íà
ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèè, íàáëþäàåìîå â ðåàëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé âåñîâîé êîýôôè-
öèåíò áóäåò íàõîäèòüñÿ âáëèçè íóëÿ.
Â èññëåäîâàíèè [4] áûëà îáîçíà÷åíà ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òàêèì ïîäõîäîì â âû-

÷èñëèòåëüíîé ýïèäåìèîëîãèè: ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû âçàèìîñâÿçàíû è èòåðàöè-
îííûå ìåòîäû èõ íàõîæäåíèÿ òðåáóþò àäåêâàòíîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî
ñîçäàåò íåîáõîäèìîñòü â áîëåå óãëóáëåííîì èçó÷åíèè ìîäåëåé îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèé.
Â ðàìêàõ äîêëàäà áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî îöåíêè âçàèìî-

ñâÿçè ïàðàìåòðîâ a1, a2, ..., aK äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèäà
1�4, à òàêæå ðåçóëüòàòû ïî ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷à îïèñàííîãî âèäà íà ðåàëüíûõ
äàííûõ ïî çàáîëåâàåìîñòè Covid-19 â ã. Íîâîñèáèðñêå.
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Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå çàäà÷ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà äëÿ óðàâíåíèé â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî íåèçâåñòíîãî êîýôôèöèåíòà â äàííîé
ðàáîòå ïîëó÷åí êðèòåðèé êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè çàäà÷è.
Ïóñòü Dβ := J−β � äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà −β > 0, åñëè

β < 0; D0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð; Dβ := DmJm−β � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðè-
ìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β ∈ (m− 1,m], m ∈ N. Îïðåäåëèì äðîáíûå ïðîèçâîäíûå
Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà

Dσ0z(t) := Dα0−1z(t), Dσkz(t) := Dαk−1Dαk−1Dαk−2 . . . Dα0z(t), k = 1, 2, . . . , n,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α0, α1, . . . , αn}, 0 < αk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , n ∈ N.
Çàìåòèì, ÷òî èõ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ: � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà �
Ëèóâèëëÿ (α0 ∈ (0, 1), αk = 1, k = 1, 2, . . . , n) è � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà �
Êàïóòî (αk = 1, k = 0, 1, . . . , n− 1, αn ∈ (0, 1)). Îáîçíà÷èì òàêæå

σk :=
k∑
j=0

αj − 1, k = 0, 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Z è îáîçíà÷èì ÷åðåç L(Z) áàíàõîâó àëãåáðó
âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â Z.
Äëÿ α, β > 0 áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà

Eα,β(z) :=
∞∑
j=0

zj

Γ(αj + β)
, z ∈ L(Z).
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Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(Z), g ∈ C([0, T ];Z), B ∈ C([0, T ];L(Z)),
u ∈ Z, zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . , n−1, zT ∈ Z, µ ∈ BV ((0, T ];C), ò.?å. µ èìååò îãðàíè÷åííóþ
âàðèàöèþ íà (0, T ]. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó

Dσnz(t) = Az(t) + g(t) +B(t)u, (1)

Dσkz(0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

T∫
0

z(t)dµ(t) = zT . (3)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) íàçûâàåòñÿ ïàðà (z, u) ∈ C((0, T ];Z)×Z, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ
k = 0, . . . , n − 1: Dσkz ∈ C([0, T ];Z), Dσnz ∈ C((0, T ];Z), è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
(1) äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ], à òàêæå óñëîâèÿ (2) è (3).
Çàäà÷à (1)�(3) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . , n− 1,

zT ∈ Z ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (z, u) ýòîé çàäà÷è, è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

∥u∥Z ≤ C

(
n−1∑
k=0

∥zk∥Z + ∥zT∥Z + ∥g∥C([0,T ];Z)

)
, (4)

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò z0, z1, . . . , zn−1, zT , g.
Îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (1)�(3) êàê

χµ,B(λ) :=

T∫
0

t∫
0

(t− s)σn−1Eσn,σn((t− s)σnλ)B(s)dsdµ(t).

Åñëè B ïîñòîÿííà, òî

χµ,B(λ) =

T∫
0

tσnEσn,σn+1(t
σnλ)dµ(t)B.

Åñëè µ � ôóíêöèÿ ñ îäíèì ñêà÷êîì â òî÷êå T , òî

χµ,B(λ) :=

T∫
0

(T−s)σn−1Eσn,σn((T−s)σnλ)B(s)ds, èëè χµ,B(λ) = T σnEσn,σn+1(T
σnλ)B

äëÿ ïîñòîÿííîé B.
Òåîðåìà 4. [1]. Ïóñòü A ∈ L(Z), n ∈ N, 0 < αk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , n, α0+αn > 1, g ∈

C([0, T ];Z), B ∈ C([0, T ];L(Z)), zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . , n− 1, zT ∈ Z, µ ∈ BV ((0, T ];C),
µ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, íîëü íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðîñòà ìåðû dµ(t). Òîãäà îáðàòíàÿ
çàäà÷à (1)�(3) êîððåêòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χµ,B(λ) ̸= 0 äëÿ âñåõ λ ∈ σ(A).
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öåíòðîâ.

Â çàäà÷àõ ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè âòîðûå ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè ñìåíû
ôàç íå ìîãóò áûòü ñóììèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èòåðàöèîííûì
ïðîöåññîì â ïîñëåäíèé ÷àñòî âîâëå÷åíà è íåèçâåñòíàÿ ãðàíèöà. Äëÿ ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà, êàê è âî ìíîãèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ, òðåáóåòñÿ ñõîäèìîñòü â Lp ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ. Ïîýòîìó îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ � äîêàçàòü òåîðåìó êîìïàêòíî-
ñòè, ïîçâîëÿþùóþ â çàäà÷àõ ñ íåèçâåñòíûìè ãðàíèöàìè è ñ óñëîâèåì òèïà óñëîâèÿ
Ñòåôàíà íà ãðàíèöàõ ôàç, ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â èòåðàöèîííîì ïðîöåñ-
ñå. Â [1] ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ïîäîáíîé òåîðåìû äëÿ îäíîôàçíîé çàäà÷è Ñòåôàíà
â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü äåëèòñÿ îäíîé êðèâîé (ñâîåé äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèÿ) òàê, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû îò ýòîé êðèâîé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Çäåñü ðàññìîòðåí ñëó÷àé âîçíèêàþùèé â äâóõôàçíûõ çà-
äà÷àõ, êîãäà âîçíèêàåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèâûõ, êîòîðûå äåëÿò îáëàñòü íà
÷àñòè. Êîíå÷íî, òåîðåìà èìååò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ñôîðìóëèðîâàíà íåçà-
âèñèìî îò âîçìîæíûõ å¼ ïðèìåíåíèé.
Ïóñòü äëÿ îáëàñòè Q ⊂ R2, Q = {(x, t) : a < x < b, 0 < t < T} èìååòñÿ äâå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèâûõ, çàäàííûõ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ôóíêöèé x =
s−n (t), x = s+n (t); t ∈ [0, T ], äëÿ êîòîðûõ äëÿ âñåõ t âûïîëíåíî a ≤ s±n (t) ≤ b, è
ýòè êðèâûå îïðåäåëÿþò â îáëàñòè Q äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäîáëàñòåé Q±

n = Q ∩
{(x, t) : ±x < ±s±n (t)}.Îòìåòèì, ÷òî åñëè, íàïðèìåð, s−n (t) è s+n (t) íå ñîâïàäàþò, òîQ+

n

è Q−
n ìîãóò êàê ïåðåñåêàòüñÿ, òàê è íå ïåðåñåêàòüñÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s±n (t)

íåïðåðûâíû, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, çàâèñÿùåãî îò n êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
An ⊂ [0, T ], â êîòîðûõ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ïðè ýòîì sup

t∈[0,T ]\
⋃

n An

|s±n (t)− s(t)| → 0

ïðè n→ ∞.
Äàëåå, ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëåííûõ âQ ôóíêöèé wn(x, t). Ïðè

óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íà s±n (t) è wn(x, t) ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn(x, t) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥wn∥L∞(0,T ;W 1
2 (a,b))

≤ c; ∥wnt∥L2(Q) ≤ c,

ôóíêöèè wn èìåþò êàê â Q+
n , òàê è â Q−

n âòîðûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïî x,
ïðè÷åì ∫ T

0

∫ s+n (t)

a

|wnxx|2dxdτ +
∫ T

0

∫ b

s−n (t)

|wnxx|2dxdτ ≤ c.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 ≤ q < 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà â
Lq(0, T ;W

1
q (a, b)).

Äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî â [2] è èñïîëüçóåò íåêîòîðûå ìåòîäû èç [3] äëÿ
ôóíêöèé èç øêàëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà 2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 îöåíêó ïðîèçâîäíîé ïî t çàìåíèòü íà

óñëîâèå îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè â L2(Q) ìíîæåñòâà ôóíêöèé wn(x, t), òî
áóäåò âåðíî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.
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Èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàíèåì íà áîêîâîé ãðàíèöå óñëîâèé, ñâÿçûâàþùèõ çíà-
÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà îò ðåøåíèÿ. Äî-
êàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Íà÷àëî
ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé áûëî ïîëîæåíî â ñòàòüå À.Â. Áèöàäçå è
À.À. Ñàìàðñêîãî (1969). Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âíåñëè ìîíîãðàôèè À.Ë. Ñêóáà-
÷åâñêîãî (1997), À.Ì. Íàõóøåâà (2006, 2012) è À.È. Êîæàíîâà [1].
Èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëü-

íûì óñëîâèåì íà áîêîâîé ãðàíèöå ïðîâîäèëèñü â [2]. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèå è ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ èí-
òåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè íà áîêîâîé ãðàíèöå.
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé (äëÿ ïðîñòîòû, áåñêî-

íå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé) ãðàíèöåé Γ, Q � öèëèíäð Ω × (0, T ) (0 < T < +∞),
S = Γ × (0, T ) åãî áîêîâàÿ ãðàíèöà, a(x, t), c(x, t) è f(x, t) ôóíêöèè, çàäàííûå â
öèëèíäðå Q, u0(x), u1(x) � íà ìíîæåñòâå Ω, N(t) � íà ìíîæåñòâå [0, T ] è K1(x, y, t),
K2(x, y, t) � íà ìíîæåñòâå x ∈ Ω, y ∈ Ω, t ∈ [0, T ].
Â öèëèíäðå Q ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ

∂

∂t

(
Au−∆u

)
− a(x, t)∆u+ c(x, t)u = f(x, t), (1)

106



∂

∂t

(
(Au)t −∆u

)
− a(x, t)∆u+ c(x, t)u = f(x, t), (2)

ãäå

Au =

∫ t

0

N(t− τ)u(x, τ) dτ. (3)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (4)

u(x, t)|(x,t)∈S =

∫
Ω

K1(x, y, t)u(y, t)dy|(x,t)∈S, (5)

à äëÿ óðàâíåíèÿ (2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) è

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (1), (2) ïðîâîäÿòñÿ ìåòîäàìè ïåðåõîäà ê íàãðóæåííîìó
óðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, àïðè-
îðíûõ îöåíîê [1]�[3].
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (
∂σ

∂yσ
−∆x

)
u(x, y) = 0 (1)

ãäå ∂σ

∂yσ
= D

{γ0,γ1,...,γm}
0y � îïåðàòîð Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà ïîðÿäêà σ, σ ∈ (0, 2), àññî-

öèèðîâàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {γ0, γ1, ..., γm}, γk ∈ (0, 1];

∆x =
n∑
j=1

∂2

∂x2j

� îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî x = (x1, ..., xn) ∈ Rn.
Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà [1], àññîöèèðî-

âàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {γ0, γ1, ..., γm} (γk ∈ (0, 1], k = 1, ...,m), ïîðÿäêà

σ =
m∑
k=0

γk − 1,

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

D
{γ0,γ1,...,γm}
0y := Dγm−1

0y D
γm−1

0y · · ·Dγ1
0yD

γ0
0y,

ãäå Dξ
0y � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (èíòåãðàë) Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà ξ ñ íà÷àëîì

â òî÷êå y = 0 [2].
Óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó äðîáíûõ äèôôóçèîííî-âîëíîâûõ óðàâíåíèé.

Îíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äèôôóçèè ïðè σ = 1 è ïðåâðàùàåòñÿ â âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå ïðè σ → 2.
Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà, â êîòî-

ðûõ ïîðÿäîê äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåèçâåñòåí è äîëæåí áûòü îïðåäåëåí, â
ïîñëåäíèå ãîäû âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ. Îáçîð ðàáîò ïî çàäà÷àì òàêîãî âèäà
äëÿ äèôôóçèîííî-âîëíîâûõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè â [3].
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Çäåñü ìû ðàññìîòðèâàåì çàäà÷ó, â êîòîðîé ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {γ0, γ1, ..., γm}. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåò ïîðÿäîê îïåðàòîðà äðîáíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (1), à òàêæå îïðåäåëÿåò ôîðìó äðîáíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ.
Êàê èçâåñòíî, îïåðàòîð Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà îõâàòûâàåò øèðîêèé êëàññ îïåðà-

òîðîâ äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîð ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {γ0, γ1, ..., γm} îòíîñèò ïðîèçâîäíóþ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ è ïðîèçâîäíóþ
Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì îïåðàòîðà Äæðáàøÿíà�Íåðñåñÿíà:

D
{ζ−m+1,1,...,1}
0y = Dζ

0y è D
{1,...,1,ζ−m+1}
0y = ∂ζ0y.

Çäåñü ∂ζ0y := Dζ−m
0y

dm

dym
� ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî; ζ ∈ (m− 1,m], m ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å íàðÿäó ñ ïîðÿäêîì íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü è âèä äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (1).
Ïðåäëàãàåìûå çäåñü óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ îáúåäèíÿþò íà÷àëüíûå è àñèìïòî-

òè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâåííî-îðèåíòèðîâàííûå óñëîâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ îñíîâàíû íà èí-
òåãðàëüíûõ òîæäåñòâàõ, ñâÿçûâàþùèõ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå è ñ öåëûìè ãàðìîíè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè.
Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî∫

Rn

v(x)u(x, y) dx =
m−1∑
k=0

yµk−1Eσ,µk (λy
σ)

∫
Rn

v(x) τk(x) dx, (2)

ãäå u(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

lim
y→0

D
{γ0,...,γk}
0y u(x, y) = τk(x) (k = 0, 1, ...,m− 1; x ∈ Rn) ,

v(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ∆x v(x) = λv(x) â Rn; Eσ,µ (z) � ôóíêöèÿ
Ìèòòàã-Ëåôôëåðà; µk = γ0 + γ1 + ...+ γk.
Èç (2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî∫

Rn

w(x)u(x, y) dx =
m−1∑
k=0

yµk−1

Γ(µk)

∫
Rn

w(x) τk(x) dx,

ãäå w(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Rn ôóíêöèÿ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, îñîáåííî ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàññîãëàñîâàíèå ïðà-
âîé è ëåâîé ÷àñòåé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Â ýòîì ñìûñëå èíòåðåñíû
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ê. Ñ. Ïëàòîíîâîé, À. Â. Áîðîâñêèõ [1]. Íå ñîâåðøåíñòâî
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ òàê íà-
çûâàåìûõ äèñêðåòíûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2]-[3].
Â äîêëàäå áóäåò èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áðîäâåëëà:

∂tn1 + ∂xn1 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn2 − ∂xn2 =
1

ε
(n3n4 − n1n2),

∂tn3 + ∂yn3 =
1

ε
(n1n2 − n3n4),

∂tn4 − ∂yn4 =
1

ε
(n1n2 − n3n4),

(1)

Ìåòîä Ôóðüå ðåøåíèé ïðèâîäèò ê ïðåïÿòñòâèÿì ê äîêàçàòåëüñòâó ñòàáèëèçàöèè
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íà êðåñòå (k2 − l2)l = 0.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íà êðåñòå îäèíàêîâà ñ ñèñòåìîé
äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè Áðîäâåëëà

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf2 − ∂xf2 =
1

ε
(f3f4 − f1f2),

∂tf3 + ∂xf3 =
1

ε
(f1f2 − f3f4),

∂tf4 − ∂xf4 =
1

ε
(f1f2 − f3f4),

(2)

Â ÷åì ïðîáëåìàòè÷íîñòü ýòîé ìîäåëè. Äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè ÷àñòèöû ñ ðàâ-
íûìè ñêîðîñòÿìè ðàçíåñåíû ïî ðàçíûì ãðóïïàì (ïàðû f1, f3 è f2, f4). Ïðàâàÿ æå
÷àñòü ìîäåëèðóåò èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, ïîñòðîåííûé äëÿ ÷åòûðåõ ãðóïï ÷àñòèö ñ
æåñòêèì óñëîâèåì ÐÀÇÍÎÑÒÈ ÈÕ ÃÐÓÏÏÎÂÛÕ ÑÊÎÐÎÑÒÅÉ. Òàêèì îáðàçîì,
ìû èìååì ÐÀÑÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÈÅ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ìîäåëè (2). Íî ýòî ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ìíîãîñêîðîñòíûõ ìíîãîìåðíûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êèíåòèêè, ïðà-
âàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïîñòðîåíà íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ ÷àñòèö ïî ãðóïïàì ñ ðàçëè÷íûìè
ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè. Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Áðîäâåë-
ëà ïðîáëåìà ÐÀÑÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÈß ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé âîçíèêàåò íà "êðåñòå".
Åñòåñòâåííî, òà æå ïðîáëåìà ÐÀÑÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÈß ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé âîçíèê-
íåò äëÿ ìíîãîñêîðîñòíûõ ìíîãîìåðíûõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êèíåòèêè íà àíàëîãå
"êðåñòà"ìîäåëè Áðîäâåëëà, êîòîðûé íàçîâåì "îáîáùåííûì êðåñòîì". Îòìåòèì, ÷òî
Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "êîíòèíóàëüíóþ ñóììó"ìîäåëåé
òèïà Áðîäâåëëà. Ðàññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà îò-
ìå÷åíî â [1].
Ðàññîãëàñîâàíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé â (2) ïðèâîäèò â ìåòîäå Ôóðüå ê ïðåïÿò-

ñòâèÿì ïîñòðîåíèÿ àíóëÿòîðîâ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè.
Äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè (2) ïðåïÿòñòâèÿ (íàïðèìåð u ïðîåêöèè):

√
vev

0
k +

√
zez

0
k = 0,

√
wew

0
k +

√
ueu

0
k = 0, k ∈ Z0.

Òàêèå ïðåïÿòñòâèÿ íå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (âêëþ÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Ìàêñâåëëà � áåãóùèå âîëíû):

f1 = f3 = 1 + ε2ϕ(t− x), f1 = f3 = 1 + ε2ϕ(t+ x).

Îòìåòèì, ÷òî ó ìîäåëè Êàðëåìàíà [7] (òàê æå è äëÿ ìîäåëåé Ãîäóíîâà-Ñóëòàíãàçèíà
[2],[3])

∂tf1 + ∂xf1 =
1

ε
(f 2

2 − f 2
1 ),

∂tf2 − ∂xf2 = −1

ε
(f 2

2 − f 2
1 ),

(3)

íåò ðàñïðåäåëåíèé Ìàêñâåëëà: (f1(t−x)), f2(t+x)), ïîýòîìó ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùå-
íèÿ ëþáûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñòàáèëèçèðóþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî [8]-[10].
Äîêëàä áóäåò ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïðèðîäû ñòàáèëèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîç-

ìóùåíèé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà (áåãóùèì âîëíàì).
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîèìîñòü îïöèîíà, íååäèíñòâåííîñòü, óðàâíåíèå Áëýêà-Øîóëñà,
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Öåíà îïöèîíà ñ ôóíêöèåé èñïîëíåíèÿ Φ(x) â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,
îïðåäåëÿþùèé äèíàìèêó ðèñêîâîãî àêòèâà, ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ ïîñòîÿííîé ýëà-
ñòè÷íîñòüþ (CEV), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñ òåðìè-
íàëüíûì óñëîâèåì: [1]:

Uτ + rxUx +
1

2
σ2x2αUxx − rU = 0, x > 0, 0 ≤ τ ≤ T, (1)

U(T, x) = Φ(x). (2)

Çäåñü α > 0, r ≥ 0, σ > 0 � êîíñòàíòû, îòâå÷àþùèå ïîêàçàòåëþ ïðîöåññà CEV, òðåíäó
áåçðèñêîâîãî àêòèâà è õàðàêòåðèñòèêå âîëàòèëüíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ñà-
ìîãî ïîïóëÿðíîãî îïöèîíà �êîëë� (îïöèîíà íà ïîêóïêó) ôóíêöèÿ èñïîëíåíèÿ èìååò
âèä

Φ(x) = max(0, x−K), K > 0. (3)

Óðàâíåíèå (1) íàèáîëåå èçâåñòíî â ñëó÷àå α = 1, êîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñîâïà-
äàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå íîñèò èìÿ
Áëýêà è Øîóëñà, à ôîðìóëà, äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé
Áëýêà-Øîóëñà. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ èñïîëüçóåìûõ äîñòèæåíèé ôèíàíñî-
âîé ìàòåìàòèêè (íàïðèìåð, [1]). Ïðîñòîòà ýòîé ôîðìóëû îáóñëîâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî
çàìåíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x = ln y â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà óðàâíåíèå (1)
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Îäíàêî â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ðåàëüíûõ ðûíêîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåíèå áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêîå áðî-
óíîâñêîå äâèæåíèå, ñ ýòèì ñâÿçàí èíòåðåñ ê ðàññìîòðåíèþ ïðîöåññîâ CEV ñ îòëè÷-
íûìè îò åäèíèöû ïîêàçàòåëÿìè. Ôîðìóëû äëÿ öåíû îïöèîíà äàâíî èçâåñòíû. Îíè
áûëè âûâåäåíû äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïîêàçàòåëÿ α ïóòåì ñâåäåíèÿ ê óðàâíåíèþ Ôåë-
ëåðà, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå. Ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà
ãðîìîçäêèìè è ñîäåðæàò òàê íàçûâàåìîå χ2-ðàñïðåäåëåíèå, îíè âîøëè â êëàññè÷å-
ñêèå ó÷åáíèêè [1].
Îäíàêî ñïóñòÿ 25 ëåò ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ôîðìóëû äëÿ öåíû îïöèîíà äëÿ ìîäå-

ëè CEV â [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè α > 1 ðåøåíèå äëÿ öåíû îïöèîíà íååäèíñòâåííî,

113



÷òî èíòåðïðåòèðîâàëîñü êàê âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ôèíàíñîâûõ ïóçûðåé. Ýòî âû-
çâàëî âñïûøêó èíòåðåñà ê çàäà÷å ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ ïî ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå,
êîòîðûå îðèåíòèðóþòñÿ íà âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû. Íååäèíñòâåííîñòü îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ïðîöåññ CEV ïðè α > 1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ëîêàëüíûì ìàðòèíãàëîì, ÷òî
ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ìíîãèõ ïðèâû÷íûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè îïöèîíîâ. Êîìïàêò-
íîå è àêêóðàòíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé ñ âûâîäîì
ôîðìóë, à òàêæå èñïðàâëåíèåì íåòî÷íîñòåé è îïå÷àòîê ìîæåò áûòü íàéäåíî â [3],
îäíàêî òåîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ çàâåðøåííîé.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îáúÿñíåíèå ÿâëåíèÿ íååäèíñòâåííîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåî-

ðèè ëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Îòìåòèì, ÷òî òðàäèöèîííî ê çàäà÷å (1), (2), (3) ïðèïèñûâàþòñÿ åùå è ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ U |x=0 = 0, U |x=+∞ = +∞, åñòåñòâåííûå äëÿ ñòîèìîñòè îïöèîíà, òîãäà
êàê ñîãëàñíî òåîðèè Ôèêåðû çàäà÷à òðåáóåò ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé â çàâèñè-
ìîñòè îò α. À èìåííî, ïðè α < 1

2
êðàåâîå óñëîâèå íóæíî òîëüêî â íóëå, ïðè α > 3

2

êðàåâîå óñëîâèå íóæíî òîëüêî íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè îñòàëüíûõ α, â òîì ÷èñëå è äëÿ
óðàâíåíèÿ Áëýêà-Øîóëñà, êðàåâûå óñëîâèÿ íå íóæíû, îíè íàñëåäóþòñÿ èç ôèíàëü-
íîãî óñëîâèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, â ñâåòå ðåçóëüòàòîâ î ïðàâèëàõ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ôèêåðû ïîÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Î êëàññå åäèíñòâåííîñòè ïðè α < 1

2
c îãðàíè÷åíèåì ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè

(êëàññå Òýêëèíäà);
2. Î êëàññå åäèíñòâåííîñòè ïðè α > 3

2
c îãðàíè÷åíèåì ðîñòà â íóëå;

3. Î êëàññå åäèíñòâåííîñòè ïðè 1
2
≤ α ≤ 3

2
c îãðàíè÷åíèåì ðîñòà â íóëå è íà

áåñêîíå÷íîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàæåì, ÷òî íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â çàäà÷å î öåíå îïöèîíà

ïðè α > 1 ïðîèñõîäèò îò ðàçíûõ ïðè÷èí: ïðè 1 < α ≤ 3
2
íà÷àëüíûå äàííûå ëèíåéíîãî

ðîñòà íå ïðèíàäëåæàò êëàññó Òýêëèíäà, à ïðè α > 3
2
â çàäà÷å îòñóòñòâóåò êðàåâîå

óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïî âñåé âèäèìîñòè, òàêàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ðîëü ïîêàçàòåëÿ
α = 3

2
â ýòîì êîíòåêñòå íå áûëà èçâåñòíà.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî äîêëàäà ïîäðîáíî èçëîæåíû â [4]. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ
ïðîáëåìà íååäèíñòâåííîñòè âîçíèêàåò òàêæå äëÿ îöåíêè îïöèîíà â ñëó÷àå ñòîõàñòè-
÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè [2], îíà ðåøàåòñÿ òåìè æå ìåòîäàìè.
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Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ρ(A) := {λ ∈ C : (λI −A)−1 ∈ L(Z)}, Rλ(A) :=

(λI−A)−1. Ïðè αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, îïðåäåëèì σk =
k∑
j=0

αj−1, k = 0, 1, . . . , n−1.

Ëèíåéíûé çàìêíóòûé ïëîòíî îïðåäåëåííûé â ïðîñòðàíñòâå Z îïåðàòîð A ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ DA ïðèíàäëåæèò êëàññó A{αk}(θ0, a0) äëÿ íåêîòîðûõ θ0 ∈ (π/2, π),
a0 ≥ 0, αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, åñëè
(i) äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ− a0)| < θ0, µ ̸= a0} èìååì λσn ∈ ρ(A);
(ii) äëÿ êàæäîãî θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, ñóùåñòâóåò òàêîå K = K(θ, a) > 0, ÷òî äëÿ

âñåõ λ ∈ Sθ,a ∥Rλσn (A)∥L(Z) ≤ K(θ, a)|λ|−σn .
Åñëè A ∈ A{αk}(θ0, a0), òî îïðåäåëåíû îïåðàòîðû

Yβ(t) :=
1

2πi

∫
Γ

λβRλσn (A)e
λtdλ, t > 0, β ∈ R,

ãäå Γ := Γ+ ∪ Γ0 ∪ Γ−, Γ± := {λ ∈ C : λ = a + re±iθ, r ∈ (δ,∞)}, Γ0 := {λ ∈ C : λ =
a+ δeiφ, φ ∈ [−θ, θ]}, θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, δ > 0. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ
Zk(t) := Yσn−σk−1(t), k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó [1]

Dσnz(t) = Az(t) +B(t,Dσ0z(t),Dσ1z(t), . . . ,Dσn−2z(t)) + b(t)u, (1)

Dσkz(0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

T∫
0

z(t)dµ(t) = zT , (3)

ãäå Dσk , k = 0, 1, . . . , n, � äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàáîðó ÷èñåë α0, α1, . . . , αn ∈ (0, 1], B ∈ C([0, T ]× Zn−1;Z) � íåëèíåéíûé
îïåðàòîð, b ∈ ([0, T ];C), µ : (0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Íåèçâåñò-
íûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ z : [0, T ] → Z è âåêòîð u ∈ Z. Óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (3)
çàäàíî èíòåãðàëîì Ñòèëòüåñà.

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå A ∈ A{αk}(θ0, a0) áóäåì íàçûâàòü
ïàðó (z, u) ∈ [C((0, T ];Z) ∩ L1(0, T ;Z)] × Z, äëÿ êîòîðîé Dσkz ∈ C([0, T ];Z), k =

0, 1, . . . , n − 1, ïðè âñåõ t ∈ (0, T ] z(t) =
n−1∑
k=0

Zk(t)zk +
t∫
0

Y0(t − s)(Bz(s) + b(s)u)ds,

ãäå Bz(s) = B(s,Dσ0z(s),Dσ1z(s), . . . ,Dσn−2z(s)), è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3). Åñëè,
êðîìå òîãî, z ∈ C((0, T ];DA), Dσkz ∈ AC([0, T ];Z), k = 0, 1, . . . , n − 1, ñóùåñòâóåò
Dσnz ∈ C((0, T ];Z) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1) ïðè âñåõ t ∈ (0, T ], òî ïàðà (z, u)
íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3).
Ïóñòü äëÿ ëþáûõ x0, x1, . . . , xn−2, y0, y1, . . . , yn−2 ∈ Z, s, t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ

∥B(s, x0, x1, . . . , xn−2)−B(t, y0, y1, . . . , yn−2)∥Z ≤ L

(
|s− t|γ +

n−2∑
k=0

∥xk − yk∥Z

)
. (4)

Òåîðåìà 4. [1]. Ïóñòü 0 < αk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, αn−1 + αn > 1, A ∈
A{αk}(θ0, a0), θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, B ∈ C([0, T ]×Zn−1;Z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4),
b ∈ Cγ([0, T ];C), zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . , n − 1, zT ∈ DA, µ ∈ BV ((0, T ];C), ñóùåñòâóåò

îáðàòíûé îïåðàòîð Φ :=

(
T∫
0

t∫
0

Y0(t− s)b(s)dsdµ(t)

)−1

∈ L(DA;Z),

LT σn max

{
C0

σn
V T
0 µ∥Φ∥L(Z),

2CσkT
−σk

σn − σk
,
2CσkT

−σk

σn − σk
∥b∥C([0,T ];C), k = 0, . . . , n− 1

}
< 1.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå. Åñëè ê òîìó
æå αn = 1, òî çàäà÷à (1)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à, îáîáùåííîå ðåøåíèå, êëàññè÷å-
ñêîå ðåøåíèå, ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð, ïðîèçâîäíàÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà.
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Áëàãîäàðíîñòè: Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 24-
22-00092.
Ýëåêòðîïëàñòè÷åñêèé ýôôåêò (ÝÝ) � ÿâëåíèå, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå

ïðåäåëà òåêó÷åñòè ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Â 1969 ãîäó Òðîèöêèé [1]
îáíàðóæèë, ÷òî èìïóëüñû ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà óìåíüøàþò íàïðÿæåíèå, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ èíèöèèðîâàíèÿ äåôîðìàöèè â ìåòàëëàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÝÝ ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ óïðîùåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ
ïðîöåññîâ â îáðàáîòêå ìåòàëëîâ.
Ðàáîòà ïî èçó÷åíèþ ÝÝ â íàøåì èíñòèòóòå íà÷àëàñü ñ ðàçðàáîòêè è ñáîðêè ïåð-

âîé ëàáîðàòîðíîé óñòàíîâêè [2]. Ïåðâûå îïûòû, ïðîâåäåííûå íà äàííîé óñòàíîâêå,
îòíîñèëèñü ê ñðàâíåíèþ ñòåïåíè âëèÿíèÿ ýôôåêòà ýëåêòðîïëàñòè÷íîñòè íà îáðàçöû
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èç ìåäè è àëþìèíèÿ [3], â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå íà÷àòü áîëåå äå-
òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ èìåííî ìåäíûõ îáðàçöîâ. Â äàëüíåéøåì â õîäå ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ÝÝ ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü èçìåðåíèÿ èìïóëüñíûõ òîêîâ
áîëüøîé âåëè÷èíû, íå òîëüêî ïî àìïëèòóäå, íî è ïî ôîðìå èìïóëüñà [4].
Äëÿ îïèñàíèÿ òîêîâûõ êðèâûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ðàçðÿäå çàðÿæåííîé áàòàðåè

êîíäåíñàòîðîâ ÷åðåç îáðàçåö â âèäå ìåäíîé ïðîâîëîêè áåç ó÷åòà èçìåíåíèé âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðû îáðàçöîâ, ìîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+
q

C
= 0, (1)

ãäå íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ L, R è C (èíäóêòèâíîñòü, ñîïðîòèâëåíèå è åìêîñòü
ñîîòâåòñòâåííî), ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ q(t) ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè q(0).
Â ñàìîì íà÷àëå òîêîâîé êðèâîé ñîïðîòèâëåíèåì âñåé ñèñòåìû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Áîëüøàÿ ÷àñòü íàïðÿæåíèÿ áóäåò âûçâàíà áîëüøîé ïðîèçâîäíîé òîêà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî:

L
dI

dt
= U, (2)

èíäóêòèâíîñòü âñåé ñèñòåìû áûëà îöåíåíà â L = (4, 60 ± 0, 03)10−6 (Ãí) ïðè ïî-
ìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè 0,99994. Îöåíèâ
èíäóöèðîâàííîå âñåé ñèñòåìîé íàïðÿæåíèå íà âñåì ïðîòÿæåíèè èìïóëüñà, áëàãîäàðÿ
âåëè÷èíå L, ïîëó÷èëè çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ îò âðåìåíè:

R(t) =
U(t)− LdI(t)/dt

I(t)
. (3)

Ïðîèçâåäÿ ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òîêà è ôèëüòðàöèþ åãî ïàðàçèòíûõ ÷à-
ñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðè ïîìîùè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïîëó÷èëè
÷èñëåííîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè R(t). ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäè-
ëîñü ïðè ïîìîùè ñâîéñòâà Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ:

F [
d

dt
f(t)] = iωF [f(t)]. (4)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ âñåé ñèñòåìû (êóäà âõîäèò ñîïðîòèâëå-
íèå îáðàçöà, ïîäâîäÿùèõ ïðîâîäîâ è êîíòàêòîâ) áûëî îïðåäåëåíî êàê R = 0, 01181±
0, 00007 (Îì). Ïèê â ðàéîíå t = 0, 6 (ìñ) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé
ñòðóêòóðû îáðàçöà è íà äàííûé ìîìåíò íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðå-
íèÿ.
Ïîñêîëüêó â ýëåêòðè÷åñêîé ÷àñòè óñòàíîâêè (â ðàáî÷åé áàòàðåå) èñïîëüçîâàíû 36

øòóê îäíîòèïíûõ ýëåêòðîëèòè÷åñêèõ êîíäåíñàòîðîâ ñ åìêîñòüþ 3300 ìêÔ è ðàáî÷èì
íàïðÿæåíèåì äî 400 Â êàæäûé, òî îáùàÿ åìêîñòü ðàáî÷åé áàòàðåè êîíäåíñàòîðîâ ïðè
ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè è ðàáî÷åì íàïðÿæåíèè äî 800 Â ñîñòàâèò
29 700 ìêÔ.
Ïî èòîãàì âñåõ èçìåðåíèé, âû÷èñëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ

çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ L = 4, 610−6 (Ãí), R = 11, 810−3 (Îì), C = 29, 710−3 (Ôà)
áûëà ñîçäàíà èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü â ñðåäå SimInTech âåðñèè 2.25.2.11. SimInTech
(Simulation In Technic) � ýòî ñðåäà äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ðàñ÷¼òíîé ïðîâåðêè ðàáîòû ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñëîæíû-
ìè òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Áëîê-ñõåìà ìîäåëè è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ãðà-
ôèêà êðèâîé òîêà ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Åñëè ñðàâíèâàòü
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Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà ìîäåëè â SimInTech (à) è ãðàôèê êðèâîé òîêà ïðè íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ (á)

ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîëó÷åííîé òîêîâîé êðèâîé â õîäå íàòóðíûõ èñïûòà-
íèé ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ [4], òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
÷èñëåííàÿ ìîäåëü ïîëíîñòüþ ïðåäñêàçûâàåò òàêèå ïàðàìåòðû, êàê ïèêîâîå çíà÷åíèå
òîêà è äëèíà èìïóëüñà â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðèòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ. Îä-
íàêî òðåáóåòñÿ äàëüíåéøåå èçó÷åíèå âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ îáðàçöà â
ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ åãî âíóòðåííåé ñòðóêòóðû íà òîêîâóþ êðèâóþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
áîëåå òî÷íîé ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîïëàñòè÷åñêèé ýôôåêò, ìîäåëèðîâàíèå, SimInTech, òîê,
ñîïðîòèâëåíèå, èíäóêòèâíîñòü, ¼ìêîñòü, êîíäåíñàòîðíûå áàòàðåè, ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ óñòàíîâêà, ìåäíàÿ ïðîâîëîêà, ìåòàëëû.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, óðàâíåíèå íà ïðÿìîé, ïðî-
èçâîäíàÿ Ëèóâèëëÿ, ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ è Ïðàâèòåëüñòâà ×åëÿáèíñêîé îá-
ëàñòè (ïðîåêò � 24-11-20002).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Dαz(t) = Az(t) + f(t), t ∈ R, (1)

ãäå Dα � ïðîèçâîäíàÿ Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ z : R → Z èìååò
çíà÷åíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Z, A � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â Z.
Äëÿ h : R+ → Z äðîáíûé èíòåãðàë Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β ∈ (0, 1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[1]

Jβh(t) :=

t∫
−∞

(t− s)β−1

Γ(β)
h(s)ds, t ∈ R, J0h(t) := h(t), t ∈ R,

äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α ∈ (m− 1,m], m ∈ N, èìååò âèä [1]

Dαh(t) := DmJm−αh(t), t ∈ R.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (3) èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè
äâóñòîðîííåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
C l
a,b(R;Z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
Äëÿ ôóíêöèè g : R → Z è íåêîòîðûõ a, b ∈ R, a < b, K > 0 ïðè óñëîâèè{

∥g(t)∥Z ≤ Keat, t ≥ 0,

∥g(t)∥Z ≤ Kebt, t < 0,
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äâóñòîðîííåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà [2] äëÿ g èìååò âèä

L2[g](λ) :=

+∞∫
−∞

e−λtg(t)dt,

ãäå λ ∈ Πb
a := {µ ∈ C : Reµ ∈ (a, b)}.

Äëÿ a, b ∈ R, a < b, îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî C l
a,b(R;Z) êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé

x ∈ C l(R;Z) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî:

1) e−(a+ε)tx(k)(t) îãðàíè÷åíî ïðè t > 0,

2) e−(b+ε)tx(k)(t) îãðàíè÷åíî ïðè t < 0,

ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , l. Ïðè ýòîì Ca,b(R;Z) := C0
a,b(R;Z).

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ z ∈ Ca,b(R;Z), åñëè Jm−αz ∈
Cm
a,b(R;Z) è ðàâåíñòâî (3) âåðíî íà R.
Òåîðåìà. Ïóñòü α > 0, A ∈ L(Z), a < b < −∥A∥1/αL(Z) èëè ∥A∥1/αL(Z) < a < b,

f ∈ Ca,b(R;Z). Òîãäà óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèìîå â
âèäå ñâåðòêè

zf (t) := (Zα ∗ f)(t) =
∫
R

Zα(t− s)f(s)ds,

ãäå

Zα(t) := v.p.
1

2πi

∫
Γc

(λα − A)−1eλtdλ, t ∈ R,

Γc := {µ ∈ C : µ = c+ iω, ω ∈ R} äëÿ c ∈ (a, b).
Â ðàáîòå [3] àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå èññëåäîâàíî ñ öåëî÷èñëåííîé ïðîèçâîäíîé m-

ãî ïîðÿäêà âìåñòî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ëèóâèëëÿ.
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Áëàãîäàðíîñòè

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-21-00367,
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå íåéðîííûõ ñåòåé. Ñðåäè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé
ìîæíî âûäåëèòü ìîäåëü íåéðîííîé ñåòè Õîïôèëäà, ìîäåëü íåéðîííîé ñåòè Êîýíà �
Ãðîññáåðãà, ìîäåëü íåéðîííîé ñåòè Êîñêî (äâóíàïðàâëåííàÿ àññîöèàòèâíàÿ ïàìÿòü).
Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåéðîííûõ ñåòåé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ÷àñòíîñòè, â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [1], [2],
[3] ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè íåéòðàëüíîãî òèïà. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.
1. Ìîäåëü Õîïôèëäà íåéòðàëüíîãî òèïà [1]:

d

dt
xi(t) = −a0ixi(t) +

n∑
j=1

aijfj(xj(t)) +
n∑
j=1

bijgj(xj(t− τij(t)))

+
n∑
j=1

cij
d

dt
xj(t− ξij(t)) + ui, i = 1, . . . , n, t > 0, (1)

ãäå ôóíêöèè τij(t), ξij(t) ∈ C1(R+), fj(x), gj(x) ∈ C(R) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

0 ≤ τij(t) ≤ τ, 0 ≤ ξij(t) ≤ ξ,
d

dt
τij(t) ≤ τ̄ < 1,

d

dt
ξij(t) ≤ ξ̄ < 1,

|fj(x)− fj(y)| ≤ µj|x− y|, |gj(x)− gj(y)| ≤ νj|x− y|.

2. Ìîäåëü Êîýíà � Ãðîññáåðãà íåéòðàëüíîãî òèïà [2]:

d

dt
xi(t) = βi(xi(t))

{
−αi(xi(t)) +

n∑
j=1

aijfj(xj(t)) +
n∑
j=1

bijgj(xj(t− τij(t))) + ui

}

+
n∑
j=1

cij
d

dt
xj(t− ξij(t)), i = 1, . . . , n, t > 0, (2)
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ãäå ôóíêöèè αi(x), βi(x) ∈ C(R) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

0 < αi ≤
αi(x)− αi(y)

x− y
, 0 < βi ≤ βi(x) ≤ βi.

3. Ìîäåëü Êîñêî íåéòðàëüíîãî òèïà [3]:

d

dt
xi(t) = −a0ixi(t) +

m∑
j=1

aijfj(yj(t)) +
m∑
j=1

bijfj(yj(t− τij(t)))

+
m∑
j=1

cij

t∫
−∞

Mj(t− s)fj(yj(s))ds+
n∑
l=1

εil
d

dt
xl(t− ξil(t)) + ui, i = 1, . . . , n,

d

dt
yk(t) = −α0

kyk(t) +
n∑
l=1

αklgl(xl(t)) +
n∑
l=1

βklgl(xl(t− σkl(t)))

+
n∑
l=1

γkl

t∫
−∞

Nl(t− s)gl(xl(s))ds+
m∑
j=1

δkj
d

dt
yj(t− ωkj(t)) + vk, k = 1, . . . ,m,

(3)

ãäå ôóíêöèè σkl(t), ωkj(t) ∈ C1(R+), Mj(s), Nl(s) ∈ C(R+) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

0 ≤ σkl(t) ≤ σ, 0 ≤ ωkj(t) ≤ ω,
d

dt
σkl(t) ≤ σ̄ < 1,

d

dt
ωkj(t) ≤ ω̄ < 1,∫ ∞

0

Mj(s)ds = 1,

∫ ∞

0

Nl(s)ds = 1.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
óêàçàííûõ âûøå ñèñòåì. Íàéäåíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëåé, ãàðàíòèðóþùèå
ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåì (1)�(3), è ïîëó÷åíû
îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè
èññëåäîâàíèè ìîäåëåé (1)�(3) ìû èñïîëüçîâàëè ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêî-
ãî, ïðåäëîæåííûé â [4] äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè.
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ÓÄÊ 517.954

Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

© Ñîëäàòîâ Àëåêñàíäð Ïàâëîâè÷

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ
Ðîññèÿ, 119333, ã. Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 44/2
soldatov48@gmail.com

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðî-
ñòûì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì, íà ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à Íåé-
ìàíà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íà åå ãðàíèöå äâóõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ
r-ãî è s-ãî ïîðÿäêîâ, ãäå 0 ≤ r < s ≤ 3. Ïðè r = 0 åå åñòåñòâåííî íàçâàòü îáîáùåííîé
çàäà÷åé Äèðèõëå, à ïðè r > 0 � îáîáùåííîé çàäà÷åé Íåéìàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
s − r ≤ 2 ýòà çàäà÷à âñåãäà ôðåäãîëüìîâà è åå èíäåêñ ðàâåí íóëþ. Â îñîáîì ñëó÷àå
r = 0, s = 3 ôðåäãîëüìîâîñòü çàäà÷è ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óñòàíîâëåí
êðèòåðèé åå ôðåäãîëüìîâîñòè è ïðèâåäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà èíäåêñà.
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ÓÄÊ 517.95

Èäåíòèôèêàöèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîîáìåíà ïî ãðàíè÷íûì
èíòåãðàëüíûì äàííûì

© Ñîëäàòîâ Îëåã Àëüáåðòîâè÷

àñïèðàíò,
Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñóùåñòâîâàíèå, åäèí-
ñòâåííîñòü, êîýôôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è, êîððåêòíîñòü, òåïëîìàññîïåðåíîñ, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
çàäà÷à.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà è ïðàâèòåëü-
ñòâà Õàíòû-Ìàíñèéñêîãî àâòîíîìíîãî îêðóãà-ÞÃÐÛ (ãðàíò � 25-11-20026)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

Mu = ut − Lu = f(x, t), (x, t) ∈ Q = G× (0, T ), (1)

ãäå Lu =
∑n

i,j=1 aijuxixj −
∑n

i=1 aiuxi −a0u, G ∈ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
Γ, S = (0, T )× Γ. Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

Ru|S = g, u(x, 0) = u0(x), (2)

ãäå Ru =
∑n

i,j=1 aij(x, t)νi
∂u
∂xj

+σ0(x, t)(u−ū), ν⃗ åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìà-
ëè è ū � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Êîýôôèöèåíò σ0 â (2) èìååò âèä σ0 =

∑r
i=1 αi(t)Φi(t, x),

ãäå ôóíêöèè αi ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ à ôóíêöèè {Φi} èçâåñòíû è ïî ñóòè ýòî íåêî-
òîðûé áàçèñ. Óñëîâèÿ íà íèõ ìû ñôîðìóëèðóåì íèæå. Óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
ôóíêöèé èìåþò âèä ∫

Γ

∂u

∂N
φj(x) dΓ = ψj(t), j = 1, 2, . . . , r. (3)

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì
(2)-(3) è ôóíêöèé {αi(t)}. Â äàííîé ðàáîòå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà äàííûå
ìû ïîêàæåì êîððåêòíîñòü çàäà÷è (1)-(3) â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.

Íàèáîëåå ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ òî÷å÷íûì óñëîâèåì ïåðå-
îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ñ óñëîâèåì âèäà u(t, bi) = ψj, i = 1, 2, ..., r Òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ â êëàññàõ Ñîáîëåâà áûëà ïîëó÷åíà,
íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] è ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü èçâåñòíûå ðàáîòû
[2], [3], ãäå â ìîäåëüíîì ñëó÷àå áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêèõ
ðåøåíèé îá îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà òåïëîïåðåäà÷è âèäà σ(t) êàê ïî òî÷å÷íîìó
óñëîâèþ âèäà u(t, x0) = α(t) òàê è ïî èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ âèäà

∫
Γ0
u(t, x)φi(x) dΓ0 =

ψi(t), i = 1, 2, ..., r.
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ÓÄÊ 517.95

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

© Ñïèðèäîíîâà Íàðûéà Ðóñëàíîâíà

ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü
Ñåâåðî�Âîñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Ê. Àììîñîâà
Ðîññèÿ, 677000, Ãîðîä ßêóòñê, óë. Êóëàêîâñêîãî, 48
nariya@yandex.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, êðà-
åâûå çàäà÷è, ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

Â äîêëàäå ðàññêàçûâàåòñÿ î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Îñíîâíûì ïðèíöèïîì ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé èçó÷àåìûõ çàäà÷ � ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîùåí-
íûå ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.
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òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé êîíâåêöèè
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äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå äîöåíò,
ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
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Ðîññèÿ, 660036, Êðàñíîÿðñê, óë. Àêàäåìãîðîäîê, 50/44
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Îáåðáåêà �Áóññèíåñêà, òî÷íûå ðåøåíèÿ, çàìûêàþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ, èñïàðèòåëüíàÿ êîíâåêöèÿ, ôàçîâûé ïåðåõîä, ãðàíèöà ðàçäåëà, áèíàðíàÿ ñìåñü,
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ìàññîâàÿ ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ, ïîâåðõíîñòíûé òåìïåðàòóðíûé
ãðàäèåíò.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î òå÷åíèè â óçêîì ãî-
ðèçîíòàëüíîì êàíàëå, çàïîëíåííîì æèäêîé äâóõêîìïîíåíòíîé æèäêîñòüþ è ãàçîïà-
ðîâîé ñìåñüþ, êîíòàêòèðóþùèìè ÷åðåç íåäåôîðìèðóåìóþ ãðàíèöó ðàçäåëà y = 0
(ñì. Ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ñõåìà òå÷åíèÿ

Òå÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ îäíîíàïðàâëåííûì, òîëüêî ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè
u(y) îòëè÷íà îò íóëÿ. Óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Îáåðáåêà �Áóññèíåñêà
äëÿ êàæäîãî ñëîÿ èìåþò âèä [1]

νuyy =
1

ρ0
px, g(β1θ + β2c) =

1

ρ0
py,

uθx = χ(θxx + θyy), ucx = D(cxx + cyy + α(θxx + θyy)),

(1)

çäåñü (x, y) � âåêòîð êîîðäèíàò; äàâëåíèå p(x, y) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ãèäðîñòà-
òè÷åñêîãî; θ(x, y) è c(x, y) � ìàëûå îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû è ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè
îäíîãî èç êîìïîíåíòîâ îò èõ ñðåäíèõ ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé. Êîýôôèöèåíòû êèíå-
ìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè ν, òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè χ, äèôôóçèè D, ïàðàìåòð òåðìî-
äèôôóçèè α, òåïëîâîãî è êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ β1, β2, ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü
ñìåñè ρ0 è óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè g ïîñòîÿííû.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà ëåòó÷èé êîìïîíåíò áèíàðíîé ñìåñè, çà-
ïîëíÿþùåé íèæíèé ñëîé, ñëàáî èñïàðÿåòñÿ (áåç êèïåíèÿ) â âåðõíèé ãàçîïàðîâûé
ñëîé. Èíòåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà òåðìîäèôôóçèè ïàðà â ãàçå ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è õàðàêòåðèñòèê
òå÷åíèÿ, à òàêæå èçìåðåíà â ýêñïåðèìåíòå [2]. Óðàâíåíèÿ (1) çàìûêàþòñÿ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè íà òâåðäûõ ñòåíêàõ y = −h1, y = h2 è íà ãðàíèöå ðàçäåëà y = 0.
Ïîëó÷åííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå òèïà Îñòðîóìîâà �
Áèðèõà. Ïîäðîáíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîâåðõ-
íîñòíîå íàòÿæåíèå æèäêîé ñìåñè çàâèñèò ëèíåéíî è êâàäðàòè÷íî îò êîíöåíòðàöèè
èñïàðÿþùåãîñÿ êîìïîíåíòà, ïðèâåäåí â ðàáîòå [3].
Ðåøåíèå â êîíå÷íûõ ôîðìóëàõ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç

ïðîöåññà òåïëîìàññîîáìåíà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñ ó÷åòîì ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Â ÷àñò-
íîñòè, èññëåäîâàòü âëèÿíèå ðàñõîäà ãàçîâîé ñìåñè

q =

h2∫
0

ρgas0 ugas dy (2)

íà èíòåíñèâíîñòü èñïàðåíèÿ è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ. Íåîáõîäèìî îòìå-
òèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [4], çäåñü âåëè÷èíà q íå âû÷èñëÿåòñÿ, à çàäàåòñÿ èç
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðè ýòîì óñëîâèå (2) èñïîëüçóåòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíîå
ê ãðàíè÷íûì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå êîððåêòíî îïèñûâàåò ðîñò ñêî-
ðîñòè èñïàðåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè q è îòâîä òåïëà ñ ãðàíèöû ðàçäåëà. Ïðè ýòîì íåëü-
çÿ íå îòìåòèòü åãî äåôåêò: âåëè÷èíà ïîâåðõíîñòíîãî êîíöåíòðàöèîííîãî ãðàäèåíòà
çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè è ôèçè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ñìåñè. Óêàçàííûé íåäîñòàòîê íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü óâåëè÷åíèå êîí-
öåíòðàöèè ïàðîãàçîâîé ñìåñè ñ ðîñòîì q âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà. Òåì íå ìåíåå
âîçðàñòàíèå ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè âíóòðè âåðõíåãî ñëîÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàñõî-
äà ãàçà ìîäåëü îòðàæàåò êîððåêòíî. Âåðèôèêàöèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé âûïîëíåíà íà
îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòàìè ðàíåå ïðîâåäåííûõ òåî-
ðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.
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Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå àâòîíîìíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâà-
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ãðóïïû Ëè òî÷å÷íûõ
è êàñàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, àëãåáðû Ëè-Áåêëóíäà.

Åñëè ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Ëè, òî èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàç-
ëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñèñòåìû íà åäèíèöó [1, �8], [2], [3], [4].
Â ðàáîòå [5] äëÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì Ïôàôôà äîêàçàíû òåîðåìû: î ïî-

íèæåíèè ïîðÿäêà ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ñèììåòðèþ Ëè, î ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîíèæå-
íèè ïîðÿäêà ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ áîëåå, ÷åì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñèììåòðèè Ëè, è
îá èíòåãðèðóþùåì ìíîæèòåëå äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì. Ïåðâàÿ è òðåòüÿ òåîðåìû ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñàííûõ â [1, �8].
Â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêà-

åìàÿ îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè îïåðàòîðîâ äëÿ ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåñêî-
íå÷íîìåðíà. Îäíàêî îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà ñëîæíåå èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ óðàâíåíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà
ïåðåîïðåäåëåííàÿ (â ñèëó ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîèçâîäíûì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà). È
ïîòîìó åå èíîãäà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü. Íàïðèìåð, êàê â [1, �8] äëÿ óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ëþáóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðåîáðàçî-

âàòü â ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Îáðàòíîå òîæå, êàê
ïðàâèëî âîçìîæíî, ò.å. ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü ê îäíîìó óðàâíåíèþ âûñîêîãî ïîðÿäêà (ñì.íàïðèìåð [6]).
Òàêèì îáðàçîì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàñàòåëüíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ è âûñøèå ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðè
çàïèñè ñèñòåìû â âèäå ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Èòàê, åñëè ïîòðåáîâàòü ÷òîáû êîýôôèöèåíòû èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ïåðâîé êîìïîíåíòû çàâèñèìîé ïåðåìåííîé íå çàâèñåëè îò
îñòàëüíûõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò òî÷å÷íûìè äëÿ
îäíîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà. È îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà áóäåò ïåðåîïðåäåëåí-
íîé.
Èìåþòñÿ ïðèìåðû óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðèé

äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Â äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-íåëîêàëüíûå çà-
äà÷è äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Ñóòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé,

îáåñïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � ðåøåíèé,
èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå óðàâíåíèå.
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Áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíû äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì (îñíîâíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ), ïðè ýòîì íàèáîëåå òðóäîåìêîé îïåðàöèåé â ñòàíäàðòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ. Â îòäåëüíûõ êëàññàõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ îò îïåðàöèè âàðüèðîâàíèÿ ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ, åñëè â äàííîì êëàññå çà-
äà÷ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà, íå ñîäåðæàùèõ
îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé.
Òàêèå ìåòîäû ðàçðàáîòàíû â [1] äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì, ïðè ýòîì íåëîêàëüíîñòü óëó÷-
øåíèÿ óïðàâëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ Êîøè.
Â ðàáîòå [2] ìåòîäû íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ îáîáùàþòñÿ íà êëàññ ïîëèíîìèàëü-

íûõ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðè ýòîì óëó÷øåíèå óïðàâëåíèÿ
äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî ïðî-
ùå, ÷åì êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ê ðåøåíèþ âîçíèêàþùèõ êðàåâûõ
çàäà÷ óëó÷øåíèÿ â [2] ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä âîçìóùåíèé.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ è óïðàâëåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Óñëîâèÿ íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå
ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé. Ñïå-
öèôèêà äàííîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü åå êàê çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé
òî÷êå, ê ðåøåíèþ êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò òåîðèè è ìåòîäîâ íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê [3].
Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ïî ñîñòîÿíèþ è óïðàâëåíèþ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñ îäíèì òåðìèíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì-ðàâåíñòâîì

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, u = u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1], (1)

Φ0(u) = φ(x(t1)) +

∫
T

F (x, u, t)dt→ min, (2)

Φ1(u) = χ(x(t1)) = 0. (3)

Çäåñü x = x(t) ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u = u(t) ∈ Rr � âåêòîð óïðàâëåíèÿ
(êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ), èíòåðâàë âðåìåíè T ôèêñèðîâàí, çàäàííûå
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ôóíêöèè f(x, u, t) è F (x, u, t) íåëèíåéíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïî (x, u) è íåïðåðûâíû
ïî t íà ìíîæåñòâå Rn × U × T , çàäàííûå ôóíêöèè φ(x) è χ(x) íåëèíåéíû è äèôôå-
ðåíöèðóåìû ïî x íà Rn, U � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rr.
Ê çàäà÷å âèäà (3)�(3) ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ñ íåñêîëü-

êèìè ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå ñ ïîòî÷å÷íûìè ôàçîâûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè íà òðàåêòîðèþ.
Ïóñòü u0 � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (3)�(3). Ïîñòàâèì çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ

äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u0: íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå v ñî ñâîéñòâîì:

Φ0(v) ≤ Φ0(u
0).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ â àíàëîãèè ñ [4] ìîæíî
ïîñòðîèòü ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ
íà ìíîæåñòâî U . Ïðè ýòîì ñïåöèôèêà ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü
åå êàê çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ê ðåøåíèþ êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ
ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè [3], ïðè ýòîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èòåðàöè-
îííîãî ïðîöåññà ìîæåò âûáèðàòüñÿ íåêîòîðîå äîñòóïíîå óïðàâëåíèå. Èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïåðâîãî óëó÷øåíèÿ èñõîäíîãî óïðàâëåíèÿ u0. Äàëåå äëÿ
ïîëó÷åííîãî óïðàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ íîâàÿ çàäà÷à óëó÷øåíèÿ è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñòðîèòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ óëó÷øåíèé äîïóñòèìûõ óïðàâëå-
íèé â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå çàäà÷.
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Áëàãîäàðíîñòü

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà è ïðàâèòåëü-
ñòâà Õàíòû-Ìàíñèéñêîãî àâòîíîìíîãî îêðóãà-ÞÃÐÛ (ãðàíò � 25-11-20026).

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷å-
ñêîì óðàâíåíèè. Óðàâíåíèå èìååò âèä

Mu = ut + Au+ β(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q = (0, T )×G, (1)

ãäå G ∈ Rn îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C2. Ïóñòü S = (0, T )× Γ. Ôóíêöèÿ
β çäåñü íåèçâåñòíà è èùåòñÿ â âèäå β(t, x) =

∑r
i=1 αiΦi(t, x). Îïðåäåëåíèþ ïîäëå-

æàò ïîñòîÿííûå αi à Φi � íåêîòîðûé íàáîð äàííûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.
Îïåðàòîð A èìååò âèä

A(t, x,D)u = −
n∑

k,l=1

akl(t, x)uxkxl +
n∑
k=1

ak(t, x)uxk + a0u.

Óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u|t=0 = u0, Bu|S = g(t, x), Bu =
n∑

i,j=1

aijuxiνj + σu èëè Bu = u, (2)

ãäå ν⃗ = (ν1, . . . , νn) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Óñëîâèÿ ïåðåîïðåäå-
ëåíèÿ èìåþò âèä

u(ti, yi) = ψi, i = 1, 2, . . . , r, (ti, yi) ∈ Q = (0, T )×G. (3)

Ïðîáëåìû (1)-(3), (1) âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè òåïëîìàññîïåðåíîñà, â òåîðèè ôèëü-
òðàöèè, â ýêîëîãèè è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ. Íà îñíîâå ìîíîãðàôèè [1], ïîñâÿùåí-
íîé îáðàòíûì ïàðàáîëè÷åñêèì çàäà÷àì è ìîíîãðàôèè [3, 4] ñîäåðæàùåé îñíîâíûå
ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ çàäà÷. Óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ âèäà (3) âîçíèêàþò íå òàê
÷àñòî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [4], ãäå âñòðå÷àåòñÿ òàêàÿ ïîñòàíîâêà.
Ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1)-(3). Ïóñòü Φ - ðåøåíèå çàäà-

÷è (1), (2), ãäå β ≡ 0. Ïîñòðîèì ìàòðèöó B ñ ýëåìåíòàìè bij = L−1(ΦjΦ)(ti, yi), ãäå
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vij = L−1(ΦjΦ)(t, x) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è vijt + Avij = ΦjΦ, Bvij|S = 0, v(0, x) = 0.
Îñíîâíîå óñëîâèå, íà äàííûå ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé åñòü óñëîâèå detB ̸= 0. Ñàìà òåîðåìà íîñèò ëîêàëü-
íûé õàðàêòåð: íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå óñëîâèå ìàëîñòè íà íîðìû äàííûõ èëè íà
âåëè÷èíó T .
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Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãîñçàäàíèþ ÈÂÌèÌÃ � FWNM-2025-0004.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà óïðóãîãî ñìåùåíèÿ V =
(ur(r, z, t), uz(r, z, t))

/ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [1]:

LV = ρ
∂2V

∂t2
(1)

Íà÷àëüíûå äàííûå:

V =
∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (2)

Êðàåâûå óñëîâèÿ:

uz|z=0 = f(t)ïðè r ≤ r0, σzz/z=0 = 0ïðè r > r0 (3)

τrz/z=0 = 0 (4)

Â (3,4) L - ìàòðè÷íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàìå äëÿ îäíîðîäíîé îñå-
ñèììåòðè÷íîé ñðåäû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. r0 ̸= 0 - ðàäèóñ æåñòêîãî
øòàìïà. f(t) � âõîäíîé èìïóëüñ è F (ω) åãî ñïåêòð. σzz, τrz - íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå
íàïðÿæåíèÿ. Åäèíñòâåííîå ôèçè÷åñêè âåðíîå ðåøåíèå (3)-(4) âûäåëÿåòñÿ íà îñíîâå
[2,3].
Ðåøåíèå (3)-(3) íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ uz è ur êîìïîíåíòû ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-Áåññåëÿ:

uz(z, r, t) =
1

T

∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

uz(z, km, ωn)J0(kmr)βme
iωnt

ur(z, r, t) =
1

T

∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

ur(z, km, ωn)J1(kmr)βme
iωnt (5)
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Â (5) km, ωn - ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ÷àñòîòû, a è T � ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè ïî r è t. J0(x), J1(x) - ôóíêöèè Áåññåëÿ. km- êîðíè óðàâíåíèÿ J0(ax) = 0.
βm = 2/a2J2

1 (kma).
Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïîòåíöèàëàì ïðîäîëüíûõ ϕ è ïîïåðå÷íûõ ψ âîëí

èçâåñòíûì îáðàçîì. Ñ ó÷åòîì (5) êðàåâûå óñëîâèÿ (3) è (4) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé
ïðèìóò âèä: ∑

m

qmϕmJ0(kmr)βm = F (ω),
∑
m

pm · ϕmJ0(kmr)βm = 0 (6)

Ñëåäóÿ [2] ðåøåíèå (6) (âåêòîð ϕm) íàõîäèì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ
èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè pm, qm.

r0∫
0

∣∣∣∣∣F (ω)−∑
m

qmϕmJ0(kmr)βm

∣∣∣∣∣
2

rdr +

a∫
r0

∣∣∣∣∣∑
m

pm · ϕmJ0(kmr)βm

∣∣∣∣∣
2

rdr (7)

Äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà () ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî ϕ∗
n. Â èòî-

ãå ïîëó÷èì ÑËÀÓ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕm:∑
m

(q∗nqmanm + p∗npmbnm)βmϕm = q∗n · F (ω) · J1(knr0)/kn (8)

Âòîðîå óðàâíåíèå â (6) ìîæíî óìíîæèòü íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî X ̸= 0. Â ýòîì
ñëó÷àå âìåñòî () ïîëó÷èì ÑËÀÓ∑

m

(q∗nqmanm +X2p∗npmbnm)βmϕm = q∗n · F (ω) · J1(knr0)/kn (9)

ÑËÀÓ (9) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ïðè èçìåíåíèè X. Ïðè ýòîì
êàæäîå ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíî.
Äëÿ âûáîðà åäèíñòâåííîãî ôèçè÷åñêè âåðíîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà-

÷è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ðàçðûâà êðàåâûõ óñëîâèé (óñëîâèå íà ðåáðå) [1].
Â [2] äëÿ âûáîðà åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ â ìèíèìèçèðóåìîì (öåëåâîì) ôóíêöè-

îíàëå âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Â [3] íà ýòîé îñíîâå ðåøåíà
ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ àêóñòèêè â ñëó÷àå æåñòêîãî øòàìïà. Ñëåäóÿ [3] ïîëó÷åíî,
÷òî äëÿ âûðàâíèâàíèÿ ðàçìåðíîñòåé â (9) äîëæíî áûòü X = r0/

√
2.

Ðàñ÷åòû ïî (9) ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ îòêðûòîãî ïðîãðàììíîãî êîäà ÌÃÓ. Äëÿ
ýòîãî ÑËÀÓ (9) ïðèâîäèëàñü ê ýðìèòîâó âèäó ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ un = ϕnβn.
Â ñëó÷àå äèôðàêöèè íà ñåãìåíòå çåðêàëà ñ óçêîé ùåëüþ Çîììåðôåëüä ïîëó÷àåò

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è ôèçè÷åñêè îáîñíîâûâàåò åãî ñõîäèìîñòü [2]. Àíàëîãè÷íî,
ñëåäóÿ [2], â ñëó÷àå øòàìïà ìàëûõ ðàçìåðîâ (âèáðàòîðà) â ðàáîòå ïîëó÷åíî ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî åñòü íå ÷òî èíîå êàê ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. È òåì ñàìûì, ñ ó÷åòîì [2] ïîëó÷åíî íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè
äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü óñòîé÷èâîãî âû÷èñëåíèÿ âèáðàöèîííûõ âîëíîâûõ ïîëåé

íà òåëåñåéñìè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ. Ñîçäàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷å-
òû äàæå íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì OpenMP. Ïðèâåäåíû
ðàñ÷åòû âîëíîâûõ ïîëåé äëÿ æåñòêîãî øòàìïà.
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Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S, QT = Ω × (0, T ),
ST = S × (0, T ), Ωt = Ω× {t}, 0 ≤ t ≤ T , T = const > 0.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Q ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

k(x, t)utt − (α
∂

∂t
+ β)∆u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t) (1)

òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ

u|ST
= 0, u(x, 0) = γu(x, T ), ut|Ω+

0
= 0, ut|Ω−

T
= 0 (2)

ãäå α, β, γ � ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ìåòîäîì Ãàëåðêèíà â ñî-
÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ðàçðåøèìîñòü
êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè åå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îò-
íîñèòåëüíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíå-

íèÿ (1) ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1, 2, 3].
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Áëàãîäàðíîñòè

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ � 075-00186-25-00 à òàêæå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-19- 00684.

Èäåàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ äðîáèíêè ñ ïîâåðõíîñòüþ ìåòàë-
ëà äîñòèãàåòñÿ ÷åðåç äèñëîêàöèîííóþ ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè, îñíîâàííóþ íà áàëàíñå
ïëîòíîñòåé ìîáèëüíûõ (ρδD) è íåïîäâèæíûõ (ρ

δ
I) äèñëîêàöèé â êàæäîé ñèñòåìå ñêîëü-

æåíèÿ:
dρδD
dt

= Qδ
D −Qδ

I −Qδ
A −Qδ

AI − ρδD(∇ · v),

ãäå Qδ
D, Q

δ
I � ñêîðîñòè ãåíåðàöèè è èììîáèëèçàöèè äèñëîêàöèé, Qδ

A, Q
δ
AI � ñêîðîñòè

àííèãèëÿöèè. Ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Îðîâàíà:

ẇ =
∑
δ

bMδρ
δ
DV

δ
D,

à ïðåäåë òåêó÷åñòè Ys çàâèñèò îò ïëîòíîñòè íåïîäâèæíûõ äèñëîêàöèé ρI ïî çàêîíó
Òåéëîðà:

Ys = Ys0 + AIGb
√
ρI .

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè ýôôåêòèâíû ìåòîäû
ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (ÌÑ×), îäíàêî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä-
íûõ îáåñïå÷èâàåò áåññåòî÷íûé ìåòîä Ãàëåðêèíà (ÁÌÃ). Îòëè÷èÿ â òî÷íîñòè îñîáåííî
çíà÷èòåëüíû âáëèçè ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ÁÌÃ âêëþ÷àåò
àïïðîêñèìàöèþ ÷åðåç ñêîëüçÿùèå íàèìåíüøèå êâàäðàòû è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëå-
íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì OpenMP, ÷òî ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ðàñ÷åòû äëÿ ñëîæíûõ êîí-
òàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

142



Ðàçðàáîòêà ìîäåëè íàïðàâëåíà íà àäàïòàöèþ äèñëîêàöèîííîãî ïîäõîäà äëÿ âûñî-
êîñêîðîñòíûõ óäàðíûõ íàãðóçîê, õàðàêòåðíûõ äëÿ äðîáåñòðóéíîé îáðàáîòêè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèñëîêàöèîííîé ìîäåëè ïîâûñèò òî÷íîñòü îïèñàíèÿ
ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è ïîëåé íàïðÿæåíèé.

143



ÓÄÊ 517.9

Ñèëüíî íåïðåðûâíûå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèé
ñ ïðîèçâîäíîé Õèëôåðà

© Ôåäîðîâ Âëàäèìèð Åâãåíüåâè÷

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå ïðîôåññîð,
çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ðîññèÿ, 454001, ×åëÿáèíñê, óë. Áðàòüåâ Êàøèðèíûõ, 129
kar@csu.ru

© Ïëåõàíîâà Ìàðèíà Âàñèëüåâíà

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ó÷åíîå çâàíèå äîöåíò,
çàâåäóþùèé êàôåäðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ðîññèÿ, 454001, ×åëÿáèíñê, óë. Áðàòüåâ Êàøèðèíûõ, 129
mariner79@mail.ru

© Ñêîðûíèí Àíòîí Ñåðãååâè÷

çàâåäóþùèé ó÷åáíî-âû÷èñëèòåëüíîé ëàáîðàòîðèåé
×åëÿáèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ðîññèÿ, 454001, ×åëÿáèíñê, óë. Áðàòüåâ Êàøèðèíûõ, 129
skorynin@csu.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðîáíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Õèë-
ôåðà, ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, çàäà÷à òèïà Êîøè.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà è Ïðàâè-
òåëüñòâà ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè, ïðîåêò � 24-11-20002, https://rscf.ru/project/24-11-20002/.

Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ h : R+ → Z äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà �
Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β > 0 èìååò âèä

Jβh(t) :=
1

Γ(β)

t∫
0

(t− s)β−1h(s)ds, t ∈ R+,

J0h(t) := h(t), m − 1 < α ≤ m ∈ N, Dm � ïðîèçâîäíàÿ m-ãî ïîðÿäêà, Dαh(t) :=
DmJm−αh(t) � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ. Ïðè α ≤ 0 áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå Dαh(t) := J−αh(t).
Îáîçíà÷èì Dγh(0) := lim

t→0+
Dγh(t), γ ∈ R. Ïðîèçâîäíóþ Õèëôåðà ïîðÿäêà α ∈

(m− 1,m], m ∈ Z, è ðîäà β ∈ [0, 1] îïðåäåëèì êàê

Dα,βh(t) = Dm

(
Jm−αh(t)−

m−1∑
k=0

Dk−(1−β)(m−α)h(0)tk+β(m−α)

Γ(k + β(m− α) + 1)

)
.
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Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî h ïîëó÷èì Dα,βh(t) := Jβ(m−α)DmJ (1−β)(m−α)h(t).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó òèïà Êîøè

Dk−(1−β)(m−α)z(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1)

äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
Dα,βz(t) = Az(t), t > 0, (2)

ãäå m− 1 < α ≤ m ∈ N, A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé â Z îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ z ∈ C(R+;DA) ∩
L1,loc(R+;Z), äëÿ êîòîðîé J (1−β)(m−α)z ∈ Cm−1(R+;Z)∩ACm(R+;Z),Dα,βz ∈ C(R+;Z),
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1) è ðàâåíñòâî (2) ïðè t > 0. Çäåñü R+ = R+ ∪ {0}.
Ïóñòü m− 1 < α ≤ m ∈ Z, β ∈ [0, 1]. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {S(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+}

íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì äëÿ óðàâíåíèÿ (2), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) ñóùåñòâóþò òàêèå K ∈ R+, ω ∈ R+, ÷òî ∥S(t)∥L(Z) ≤ Keωtt(1−β)(α−m) ïðè âñåõ
t ∈ R+;

(ii) ïðè ëþáîì z0 ∈ Z S(t)z0 ∈ C(R+;Z), s- lim
t→0+

J (1−β)(m−α)S(t) = I;

(iii) S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Az0 = AS(t)z0 äëÿ âñåõ z0 ∈ DA, t ∈ R+;

(iv) äëÿ ëþáîãî z0 ∈ DA ôóíêöèÿ S(t)z0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è òèïà Êîøè
D(1−β)(α−m)z(0) = z0, Dk−(1−β)(m−α)z(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m − 1, äëÿ óðàâíå-
íèÿ (2).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü m − 1 < α ≤ m ∈ {1, 2}, β ∈ [0, 1]. Ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ (2) ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè
íåêîòîðîì ω ≥ 0 ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
(i) åñëè Reλ > ω, òî λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : (µ− A)−1 ∈ L(Z)};
(ii) ñóùåñòâóåò òàêîå K > 0, ÷òî äëÿ âñåõ µ ∈ C, äëÿ êîòîðûõ Reλ > ω, è äëÿ

âñåõ n ∈ N ∪ {0}∥∥∥∥ dndλn (λm−1−β(m−α)(λα − A)−1
)∥∥∥∥

L(Z)

≤ KΓ((1− β)(α−m) + n+ 1)

(Reλ− ω)(1−β)(α−m)+n+1
.

Ïðè ýòîì îïåðàòîðû ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà èìåþò âèä

S(t) = s- lim
n→∞

e−nt
∞∑
k=0

(−1)k(n(n+ ω)t)k+1

k!(k + 1)!
H

(k)
β (n+ ω),

ãäå Hβ(λ) := λm−1−β(m−α)(λα − A)−1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Õèëëå � Èîñèäû î ïîðîæäåíèè C0-

íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíîé Õèëôåðà.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò äåôîðìèðóåìûå òåëà,
ñîäåðæàùèå æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû: îáúåìíûå è òîíêèå, äîïîëíè-
òåëüíî õàðàêòåðèçóþùèåñÿ íàëè÷èåì òðåùèí ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè è îêðóæàþùåé
ñðåäîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåôîðìàöèè òåë ìîãóò áûòü áîëüøèìè è â ñâÿçè ñ ýòèì
çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè (ôèçè÷åñêè è
ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé). Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ âçàèìíîãî
íåïðîíèêàíèÿ, êîòîðûå ïðåäîòâðàùàþò íåæåëàòåëüíûé ýôôåêò âçàèìíîãî ïðîíèê-
íîâåíèÿ ìàòåðèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ äâóõ âèäîâ: âî-ïåðâûõ,
çàäàâàåìûå íà êðàþ âêëþ÷åíèé è ñðåäû íåâûïóêëûå îãðàíè÷åíèÿ íà çàðàíåå íåèç-
âåñòíûå ïåðåìåùåíèÿ [1], à âî-âòîðûõ � ãëîáàëüíûå óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè äåôîð-
ìàöèé [2].
Äëÿ îïèñàííûõ òåë èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ èìåþò âàðèàöèîííûå ðåøåíèÿ. Òàêæå îáñóæ-
äàþòñÿ ïîñòàíîâêè ñîïóòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöè-
îííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè ïî îòíîøåíèþ ê êðàåâûì çàäà÷àì.
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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èëè òåîðèÿ ïåðåíîñà (îñíîâàííàÿ íà ãðà-
äèåíòíûõ çàêîíàõ) ñïðàâåäëèâà, åñëè õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà
ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â ñðåäå. Ïðè êðàòêîâðåìåííûõ
ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ, íàïðèìåð, ïðè êîðîòêèõ çàìûêàíèÿõ â âûñîêîâîëüòíûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ ñåòÿõ, ïðè ÿâíîé íåñòàöèîíàðíîñòè êëàññè÷åñêèå ïàðàáîëè÷åñêèå ìîäåëè
òåïëîïðîâîäíîñòè, îñíîâàííûå íà îáû÷íîé òåîðèè Ôóðüå, ñîçäàþò ãðóáûå èñêàæå-
íèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûñîêîèíòåíñèâíûõ êîììóòàöèîííûõ
ïðîöåññîâ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà ñòàíîâèòñÿ íåäåéñòâèòåëüíîé è äëÿ îïèñà-
íèÿ òàêèõ ñèñòåì ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíî íåðàâíîâåñíûå ìåòîäû.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ ìåòîäîâ: â òåîðèè ãàçîâîé äèíàìèêè - Äæ. Ìàêñâåëë [1], òåïëî-

ìàññîïåðåíîñà - À. Â. Ëûêîâ [2], òåïëîïðîâîäíîñòè - Ê. Êàòòàíåî [3] è Ï. Âåðíîòò [4] -
èç ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, èñïîëüçóÿ ãèïîòåçó î êîíå÷íîñòè âðå-
ìåíè ñîóäàðåíèÿ ìîëåêóë è ïîíÿòèå äëèíû èõ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ïîëó÷èëè íîâûé
îáîáùåííûé çàêîí òåïëîìàññîïåðåíîñà, âêëþ÷àþùèé äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò, òàê
íàçûâàåìîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè, ò. å. âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ ìåæäó ïîòîêîì è ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëà. Â ýòîì ñëó÷àå âûâîäèòñÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîìàññîïåðåíîñà [1] - [5].
Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ Õàíõàñàåâà Â.Í. [6], â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåé-

íîå óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà:

k(x, t)
∂2u(x, t)

∂t2
+ a(x, t)

∂u(x, t)

∂t
=

=
∂

∂x

[
λ(x, t)

∂u(x, t)

∂x

]
+ qchkchρ exp

[
− E

Ru(x, t)

]
+ f(x, t),

(1)
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â îáëàñòè G = [0, L]× [−T1, T2]. Çäåñü, ïðè t ≤ 0 k(x, t) = 0, à äëÿ t > 0 k(x, t) > 0,
k(x, t) - êîýôôèöèåíò òåïëîâîé ðåëàêñàöèè, a = cvρ - ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòà
óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå íà êîýôôèöèåíò óäåëüíîé ïëîòíîñòè,
λ(x, t) - ïåðåìåííûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, f(x, t) - âíóòðåííèé èñòî÷íèê
òåïëà, qch - òåïëîâîé ýôôåêò õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, kch - ïðåäýêñïîíåíò õèìè÷å-
ñêîé ðåàêöèè, E - ýíåðãèÿ àêòèâàöèè õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, R = 8, 31 · J/mol ·K -
óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè âûïîëíåíèè ñëå-

äóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèé ÷åòâåðòîãî ðîäà è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ t = −T1:

[
∓λ(x, t)∂u(x, t)

∂x
+ α0,Lu(x, t) + ϵ0,Lσu

4(x, t)

]
x=0,L

= q0,L(t) + ϵ0,Lσq
4
0,L(t), (2)

u (x,−T1) = u0(x), (3)

ãäå α0,L and q0,L - êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ïîâåðõ-
íîñòíûõ èñòî÷íèêîâ íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ ñòåðæíÿ, ϵ0,L - ïðèâåäåííàÿ ñòåïåíü
÷åðíîòû, σ = 5, 669 · 10−8 ·W/m2 ·K2 - ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà.
Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïî àëãîðèòìàì, ïîäîáíûì ïðîøëûì ðåçóëüòàòàì

[7], õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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Èçâåñòíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê
äèôôóçèîííûé, òàê è âîëíîâîé õàðàêòåðû, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñêîðîñòü òåïëî-
âîé âîëíû. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ÿâëåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè áîëåå òî÷íî è
îáîéòè ïàðàäîêñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè òåïëà, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè
êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ íåëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè è ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè äëÿ òðåõìåðíîãî òåëà, íåîãðàíè÷åííîãî ïî ïåðåìåííîé z, êîòîðàÿ âõîäèò
â óðàâíåíèå êàê ïàðàìåòð.
Çàäàíû òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: cv, λ, ρ, αd è αu -ñîîòâåòñòâåííî, óäåëü-

íàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, óäåëüíàÿ
ïëîòíîñòü è êîýôôèöèåíòû òåïëîïåðåäà÷è â çàêîíå Íüþòîíà ñíèçó è ñâåðõó ïëàñòè-
íû. Òîãäà óðàâíåíèå, êðàåâûå óñëîâèÿ è íà÷àëüíîå óñëîâèå çàïèøóòñÿ â âèäå:

k(x, y, z, t)utt + cv(x, y, z, t) · ρ(x, y, z, t)ut =

= (λ(u, x, y, z, t)ux)x + (λ(u, x, y, z, t)uy)y + c(x, y, z, t)u+ f(x, y, z, t),

x = 0 : u(0, y, z, t) = ul(y, z, t), x = X : u(X, y, z, t) = ur(y, z, t),

y = 0 : −λ(u, x, 0, z, t)∂u(x, 0, z, t)
∂y

+ αdu(x, 0, z, t) = ud(x, z, t),
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y = Y : λ(u, x, Y, z, t)
∂u(x, Y, z, t)

∂x
+ αuu(x, Y, z, t) = uu(x, z, t),

u(x, y, z, t)|t=T1 = u0(x, y, z).

Êîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ ñìåøàííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ÷èñëåííî ðåøåíà â
ïàêåòå Mathcad-15 ïî íåÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðî-
èíòåðïîëÿöèîííîãî è ëîêàëüíî-îäíîìåðíîãî ìåòîäîâ [1]. Áîëåå ðàííèå ðåçóëüòàòû
ïðèâîäÿòñÿ â âèäå ãðàôèêîâ è àíèìàöèé â ðàáîòàõ [2, 3, 4, 5], äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû
ñâèäåòåëüñòâà íà ãîñóäàðñòâåííóþ ðåãèñòðàöèþ ïðîãðàìì [6, 7].
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Èññëåäóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ïî íåÿâíîé ðàç-
íîñòíîé ñõåìå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îñåñèììåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå åé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû ðàçðàáîòàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûñîêîèí-
òåíñèâíûõ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ ïðè äâèæåíèè ãàçîâ â òðóáàõ. Ñîçäàííûå ïî ìåòî-
äó ëîêàëüíî-îäíîìåðíûõ ñõåì àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
MathCad-15 â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ñ ó÷åòîì
áîêîâîãî òåïëîîòâîäà è âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà òåïëà.
Â ðàáîòàõ [1-6] ìû èññëåäîâàëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè:

b(x, y, t)
∂2u

∂t2
+ a(x, y, t)

∂u

∂t
= λ(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) + c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (1)

â îáëàñòè G = [0, X] × [0, Y ] × [−T, T ], T>0. Ïðè ýòîì, b(x, y, t) = 0 ïðè t ≤ 0;
b(x, y, t) > 0 ïðè t > 0; a(x, y, t) > 0 äëÿ âñåõ (x, y, t) èç îáëàñòè G, ò.å. ïðè t ≤ 0
� óðàâíåíèå (1) - ïàðàáîëè÷åñêîå, à ïðè t > 0 - ãèïåðáîëè÷åñêîå.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â òåëàõ öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ïåðåõîäèì

ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì r, φ, z ïî ôîðìóëàì: x = rcosφ, y = rsinφ, z = z.
Ðàññìàòðèâàåì ïðÿìîé öèëèíäð ðàäèóñà r, âûñîòîé h (îñü öèëèíäðà) è ïîëÿðíûì

óãëîì φ. Â îñåñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì
òåïëîïðîâîäíîñòè çàïèøåì â âèäå:

b(r, z, τ)
∂2θ

∂τ 2
+a(r, z, τ)

∂θ

∂τ
=

1

r

∂

∂r
(rλ(r, z, τ)

∂θ

∂r
)+

∂

∂z
(λ(r, z, τ)

∂θ

∂z
)+c(r, z, τ)θ+f(r, z, τ),

(2)
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ãäå M1 ≤ λ(r, z, τ) ≤M2, 0 ≤ r ≤ R, R � ðàäèóñ öèëèíäðà. Ïðè r = 0 óðàâíåíèå (2)
èìååò îñîáåííîñòü, òî åñòü ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (2) âûðîæäàåòñÿ è
äëÿ íåãî ñòàâèòñÿ ïåðâàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè äâóìåðíîãî óïðóãîãî òåëà, ñîäåðæàùåãî
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íîå íåïðîíèêàíèå ìåæäó ïðîòèâîïîëîæíûìè áåðåãàìè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â

Ðèñ. 3: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è

ñëåäóþùåì [1, 2]. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, γ ⊂ Ω,
Ωγ = Ω\ γ̄, ãäå γ = {(x1, x2) |x2 = ξ(x1), x1 ∈ (0, 1)}, à ξ � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ;
k � êðèâèçíà êðèâîé γ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè u = (u1, u2), v, w, çàäàííûå â Ωγ è
íà (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî

−div σ = f ; σ = Bε(u) â Ωγ, (1)

αv,1111 + βk(w,1 + kv) = [σν ]p ïðè x1 ∈ (0, 1), (2)

−βw,11 − β(kv),1 = [στ ]p ïðè x1 ∈ (0, 1), (3)

u = 0 on Γ, (4)

v,11 = v,111 = w,1 + kv = 0 ïðè x1 = 0, 1, (5)

v = u−ν , w = u−τ ; [uν ] ≥ 0 íà γ, (6)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 íà γ. (7)
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Çäåñü α, β � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà âêëþ-
÷åíèÿ; [h] = h+−h− � ñêà÷îê ôóíêöèè h íà γ, ãäå h± � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h íà ïîëî-
æèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì áåðåãàõ ðàçðåçà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì íàïðàâëå-
íèåì íîðìàëè ν; ε(u) = {εij(u)} � òåíçîð äåôîðìàöèé, εij(u) = 1

2
(ui,j+uj,i), i, j = 1, 2;

σ = {σij}, σν = σijνjνi, στ = σijνjτi, uν = uν, uτ = uτ, p =
√

1 + ξ2,1.

Èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(7) ïðè ñòðåìëåíèè α, β ê íóëþ è ê
áåñêîíå÷íîñòè.
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Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â En ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ = Γ(Ω),

Ω′
h = {x ∈ Ω | ρ(x,En \ Ω) > Lh},

Ω′′
h = {x ∈ Ω | ρ(x,Γ(Ω)) < Lh},

Ωh = Ω \ Ω′
h.

Ïóñòü ω
(
x
h

)
� ôóíêöèÿ �øàïî÷êà�,

ψh(x) = h−1

∫
Ω′

2h

ω

(
x− y

h

)
dy

� ñðåäíÿÿ ôóíêöèÿ äëÿ îáëàñòè Ω′
2h, è

ϕh(x) = ψh(x) · ψ0

(x
h

)
� ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Ôóíêöèÿ ψ0

(
x
h

)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ψ0

(x
h

)
= ϕ0(0)− ϕ0

(x
h

)
,

ãäå

ϕ0

(x
h

)
= hmp

′∑
β ̸=0

m!

k!
· e

2πih−1βx

∥2πβ∥2m
· Cβ,
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à êîýôôèöèåíòû Cβ çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

Cβ =

∫
∆

∣∣∣∣∣∣
∑

|α|≤|S|

(−1)|α|Cα
0D

kBm,α(y) + C◦
k

∣∣∣∣∣∣
1

p−1

·sgn

 ∑
|α|≤|S|

(−1)|α|Cα
0D

kBm,α(y) + C◦
k

Dke−2πiβy dy,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ôóíêöèî-
íàëà [1].
Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé ôóíêöèîíàë

l̃0

(x
h

)
= 1−

∑
β ̸=0

∑
|α|≤|S|

(−1)|α|hn+|α|Cα
0D

αδ(x− hβ).

Èçâåñòíî, ÷òî ϕ0(0) ≥ ϕ0

(
x
h

)
, è ôóíêöèÿ ψ0

(
x
h

)
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

[2]:

1. Ïåðèîäè÷íîñòü:

ψ0

(x
h

)
= ψ0

(x
h
− β

)
, ∀β ∈ R.

2. Çíà÷åíèÿ â óçëàõ è íåîòðèöàòåëüíîñòü:

ψ0(hβ) = 0, è ψ0

(x
h

)
≥ 0.

3. Èíòåãðàë ïî ÿ÷åéêå:∫
∆h

ψ0

(x
h

)
dx = hn+m

∫
∆

∑
|α|=m

∑
β ̸=0

m!

k!

∣∣∣∣Cβ e−2πiβx

(2πβ)2m
+ C◦

k

∣∣∣∣p′ dy.
4. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà:∥∥∥ψ0

(x
h

)∥∥∥
L̃m
p (∆h)

=
∥∥∥ϕ0

(x
h

)∥∥∥
L̃m
p (∆h)

.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îáëàñòü Ω èìååò êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó Γ(Ω). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè êóáàòóðíûõ ôîðìóë îáùåãî âèäà ñ óçëàìè íà
ðåø¼òêå ñ øàãîì h

lΩ(x) = εΩ(x)−
∑
β∈∆

∑
|α|≤s

(−1)|α|hn+|α|Cα
βD

αδ(x− hβ) (1)

ïðè h→ 0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó:

∥lΩ(x)∥Lm∗
p (Ω) ≥

(mesΩ)
p−1
p

∫
∆

∑
|α|=m

m!

α!

∣∣∣∣∣∣
∑

|α|≤|S|

(−1)|α|Cα
0D

αBm,α(x) + C◦
k

∣∣∣∣∣∣
p′

dx


1
p′

hm(1 +O(h)).
(2)

Òåîðåìà 2. Ïðè m � íå÷¼òíîì, ôóíêöèîíàë lΩ(x) ñ ðåãóëÿðíûì ïîãðàíè÷íûì
ñëîåì àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà Lmp (E

n):

∥lΩ(x)∥Lm∗
p (Ω) =

(mesΩ)
p−1
p

∫
∆

∑
|α|=m

m!

α!

∣∣∣∣∣∣
∑

|α|≤|S|

(−1)|α|Cα
0D

αBm,α(x) + C◦
k

∣∣∣∣∣∣
p′

dx


1
p′

hm(1 +O(h)).
(3)
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Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ñîãëàøåíèå � 075-02-
2025-1638/1 îò 10.03.2025).

Ïðîöåññ ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ
ïàðàáîëèêî�ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [1]:

σ∂θ/∂t− div(k(θ)∇θ) + b(θ3|θ| − φ) =
m∑
j=1

qj(t)fj(x), , (1)

−div(α∇φ) + β(φ− θ3|θ|) = gs, x ∈ Ω, 0 < t < T, (2)

k(θ)∂nθ + c(θ − θb)|Γ = 0, α∂nφ+ γ(φ− θ4b )|Γ = 0, θ|t=0 = θ0. (3)

Çäåñü θ � íîðìàëèçîâàííàÿ òåìïåðàòóðà, φ � íîðìàëèçîâàííàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó-
÷åíèÿ, óñðåäíåííàÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì. Ïîëîæèòåëüíûå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû
σ, b, α, β, c è γ, îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà ñðåäû, îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
[1], k(θ) � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû. Ôóíêöèè qj
ìîäåëèðóþò èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ òåïëà, ëîêàëèçàöèþ êîòîðûõ çàäàþò ôóíê-
öèè fj. Íåëîêàëüíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
(3)-(3) ïðåäñòàâëåíû â [2].
Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè èíòåíñèâíîñòåé qj = qj(t) è ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ðåøåíèÿ θ, φ ñèñòåìû (3) � (3) ïî äîïîëíèòåëüíîìó èíòåãðàëüíîìó ïåðåîïðå-
äåëåíèþ: ∫

Ω

fk(x)θ(x, t)dx = rk(t), 0 < t < T, k = 1, 2, . . . ,m. (4)

Áëèçêèå ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôóçèîííûõ ìîäåëåé ðàäèàöèîííîãî
òåïëîîáìåíà ðàññìîòðåíû â [3]-[6].
Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ñâåäåíèÿ çàäà÷è (3)-(4) ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàíà íåëîêàëü-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
Ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè òåìïåðàòóðíûõ ãðàäèåíòîâ ïîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåíà ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ýôôåêòèâíîñòü
êîòîðîé ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.
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äîïóñêàåò äåñÿòèïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè ïðåîáðàçîâàíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ÷åòûðå íåñòàöèîíàðíûå ïîäìîäåëè ýòîé ìîäåëè, èìåþùèå
ôèçè÷åñêèé ñìûñë è èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï
îñíîâíîé ãðóïïû óêàçàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòè ïîäìîäåëè çàäàþò-
ñÿ èíâàðèàíòíûìè ðåøåíèÿìè ðàíãà 1 èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, ò. å. íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì òî÷å÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àëãåáðû Ëè ïîäãðóïï, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ýòè ðåøåíèÿ
èíâàðèàíòíû, íå èçîìîðôíû.
Ñðåäè ýòèõ ÷åòûðåõ ïîäìîäåëåé äâå ïîäìîäåëè îïèñûâàþò îñåñèììåòðè÷íûå óëü-

òðàçâóêîâûå ïó÷êè, äðóãèå äâå îïèñûâàþò îäíîìåðíûå óëüòðàçâóêîâûå ïó÷êè. Ïîèñê
èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ýòè ÷åòûðå ïîäìîäåëè, ïðèâåäåí ê ðåøåíèþ
íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íåÿâíûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû â âèäå
íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Ýòè
÷åòûðå ïîäìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óëüòðàçâóêî-
âûõ ïó÷êîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäàíû ëèáî àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå è ñêîðîñòü åãî èçìå-
íåíèÿ, ëèáî àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå è åãî ãðàäèåíò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.
Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé

êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ýòè ïðîöåññû. Ýòî ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ïðîâîäèòü ÷èñ-
ëåííûå ðàñ÷åòû ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ ïðîöåññîâ. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ýòèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ýòè ïðî-
öåññû, ïîëó÷åíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óëüòðàçâóêîâûå
ïó÷êè ìîíîòîííî îñëàáåâàþò ñî âðåìåíåì è ïîëíîñòüþ çàòóõàþò çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
Â êàæäîé òî÷êå ïîëó÷åíî âðåìÿ ïîëíîãî çàòóõàíèÿ óëüòðàçâóêîâîãî ïó÷êà.
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Êàæäîå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èñïîëüçîâàëîñü ïðè èññëåäîâàíèè òîëüêî îäíîé êðà-
åâîé çàäà÷è. Îäíàêî çàâèñèìîñòü êàæäîãî ðåøåíèÿ îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýòî ðåøåíèå ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷,
èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Åùå áîëüøå âîçìîæíîñòåé ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ ôîðìóë äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåøåíèé, ñëåäóþùèõ èç ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ñóùåñòâóåò ðÿä ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, â êîòîðûõ ìîäåëü ïîðèñòîé ñðåäû èñ-
ïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ïðåæäå âñåãî, ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñà-
íèÿ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîäçåìíûì òå÷åíèåì æèäêîñòè èëè ãàçà, ñ ôèëüòðàöèåé
âîäû, ñ èíæåíåðíûìè èçûñêàíèÿìè ïðè ñòðîèòåëüñòâå çäàíèé, à òàêæå ñ äîáû÷åé
ñëàíöåâîé íåôòè è ãàçà. Èçó÷åíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè è ãàçà â ïîðèñòîé ñðåäå â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé íå âñåãäà àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðåàëüíûå ïðîöåññû.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòè ìîäåëè íå ó÷èòûâàþò íàëè÷èå íåñòàöèîíàðíîãî èñòî÷íè-
êà èëè ïîãëîùåíèÿ. Äëÿ áîëåå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî
ïîëó÷èòü è èçó÷èòü íîâûå áîëåå ñëîæíûå òðåõìåðíûå ìîäåëè ñ íåñòàöèîíàðíûì èñ-
òî÷íèêîì èëè ïîãëîùåíèåì.
Ìû èçó÷èëè îáîáùåííóþ. îñåñèììåòðè÷íóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ æèäêîñòåé, ãàçîâ

è èõ ñìåñåé â ïîðèñòîé ñðåäå ïðè íàëè÷èè íåñòàöèîíàðíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.
Íàéäåíî ïÿòü áàçîâûõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.
Äëÿ ìîäåëè, äîïóñêàþùåé ñàìóþ øèðîêóþ ãðóïïó Ëè ïðåîáðàçîâàíèé, íàéäåíû

âñå èíâàðèàíòíûå ïîäìîäåëè. Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ðàíãà 1 ïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå.
Äëÿ ýòèõ ðåøåíèé ïðè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íèõ ïàðàìåò-
ðîâ ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Äëÿ îñòàëüíûõ ðåøåíèé ðàíãà 1
èçó÷àþòñÿ ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûå êðàåâûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå çàäàþòñÿ äàâëåíèå è ëèáî ñêîðîñòü åãî èç-
ìåíåíèÿ âäîëü îñè ñèììåòðèè, ëèáî ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ. Ýòè êðàåâûå
çàäà÷è áûëè ðåøåíû ÷èñëåííî äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íèõ
ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åíû ãðàôèêè ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ýòè ðåøåíèÿ.
Çíà÷èìîñòü íàéäåííûõ ðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Îíè îïèñûâàþò êîíêðåòíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû.

2. Ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå òåñòîâ â ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-
òàõ ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè èëè ãàçà â ïîðèñòîé ñðåäå ïðè íàëè÷èè
íåñòàöèîíàðíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.
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3. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåøåíèÿ çàâèñÿò îò 16 ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ , è îä-
íîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì â çà-
âèñèìîñòè îò èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ïîäìîäåëè, îïðåäåëÿåìûå ýòèìè ðåøåíèÿìè, äëÿ èññëåäîâàíèÿ äðóãèõ ôèçè-
÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, îòëè÷íûõ îò ðàññìîòðåííûõ â äàííîé
ðàáîòå.

4. Ýòè ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñòåïåíü àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííûõ ïîäìîäåëåé
ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, ïðîâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðåøåíèÿì
ýêñïåðèìåíòû è îöåíèâ ïîëó÷åííûå îòêëîíåíèÿ.
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Áëàãîäàðíîñòè Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè
è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Èíñòèòóòà êàòàëèçà èì.
Ã. Ê. Áîðåñêîâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWUR-2024-0037).

Ñòðóêòóðèðîâàííûå êàòàëèòè÷åñêèå ñèñòåìû ïåðñïåêòèâíû äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæå-
íèé. Äëÿ öåëåé ïðîåêòèðîâàíèÿ íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î âçàèìîäåéñòâèè ÿâëåíèé
ïåðåíîñà è ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè. Óïðîùåííûå ìîäåëè íå ïîêàçûâàþò âñåõ îñîáåííî-
ñòåé àýðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îñîáåííî â óñëîâèÿõ ãåòåðîãåííîãî êàòàëèçà, â òî
âðåìÿ êàê ïîäõîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè è CFD-ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿ-
þò âûïîëíèòü äåòàëüíûé àíàëèç ïðîöåññà [1].
Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïðîäîëæàåò ðàáîòû, âûïîëíåííûå â Èíñòèòóòå êàòàëèçà

èì. Ã.Ê.Áîðåñêîâà [2�4]. Ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èçó÷å-
íèÿ ÿâëåíèé ïåðåíîñà â óñëîâèÿõ ýêçîòåðìè÷åñêîé ðåàêöèè â ñîòîâîì êàòàëèçàòîðå
ñ ïîðèñòûìè ñòåíêàìè è êàíàëàìè òðåóãîëüíîãî èëè êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ. Èçó÷åíî
âëèÿíèå ôîðìû êàíàëà è óñëîâèé ðàáîòû íà ïðîòåêàíèå ðåàêöèè, êàê íà ïîâåðõíî-
ñòè, òàê è â îáúåìå êàòàëèçàòîðà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëàìèíàðíîãî ïîòîêà ãàçà â ñî-

òîâîì êàòàëèçàòîðå âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ïðîãðàìì FLUENT [2�4]. Èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü îäíîãî êà-
íàëà, â êîòîðîé íàðÿäó ñ òå÷åíèåì ïîòîêà â ñâîáîäíûõ îáúåìàõ áëîêà ó÷èòûâàåòñÿ
ïðîíèöàåìîñòü ñòåíîê äëÿ ïîòîêà ãàçà, è â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòà-
ëèòè÷åñêîå îêèñëåíèå ìåòàíà. Óñëîâèÿ ðàáîòû âàðüèðîâàëèñü äëÿ òåìïåðàòóðû íà
âõîäå 700�8000C è êîðîòêîãî âðåìåíè êîíòàêòà 3�10 ìñ.
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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äåòàëüíûõ CFD-èññëåäîâàíèé ìàññî- è òåïëîïåðåíîñà â
êàíàëàõ è ïîðèñòîé òâåðäîé ôàçå ñîòîâîãî êàòàëèçàòîðà â óñëîâèÿõ ýêçîòåðìè÷åñêîé
ðåàêöèè. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ãàçîâîãî ïîòîêà íà 3D-ïîëå
ñêîðîñòè êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè, à òàêæå äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýòîãî öèêëà èññëåäîâàíèé ïîòðåáîâàë-

ñÿ àíàëèç êîððåêòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé àäàïòèâíîé ñåòêè è
äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå òî÷íîñòè âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ.
Ðåçóëüòàòû CFD-ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîòåêàíèå ýêçîòåðìè÷åñêèõ êà-

òàëèòè÷åñêèõ ðåàêöèé â ñòðóêòóðèðîâàííîì êàòàëèçàòîðå ñ ïîðèñòûìè ñòåíêàìè è
êàíàëàìè ðàçëè÷íîé ôîðìû õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùåñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ ãàçîâî-
ãî ïîòîêà, òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè ðåàêöèè â îáúåìå êàòàëèçàòîðà. Ìàêñèìàëüíàÿ
ñêîðîñòü ðåàêöèè âáëèçè âõîäà âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíîëèòîì, íåïðîíèöàåìûì
äëÿ ðåàêöèîííîãî ïîòîêà, çà ñ÷åò ïðîíèêíîâåíèÿ ãàçîâîãî ïîòîêà ÷åðåç ôðîíòàëü-
íóþ ïîâåðõíîñòü êàòàëèçàòîðà.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ÎÄÓ, ìàëûé ïàðàìåòð, ÿçûê ôîðì, ãåòåðîãåííàÿ êàòàëèòè-
÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, àâòîêîëåáàíèÿ, òåîðèÿ áèôóðêàöèé, ñòåïåíü íåãðó-
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Áëàãîäàðíîñòè Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííûõ çàäàíèé Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.
Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWNF-2022-0005) è Èíñòèòóòà êàòàëèçà èì. Ã. Ê. Áîðåñ-
êîâà ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò FWUR-2024-0037). Äðóãèõ èñòî÷íèêîâ ôèíàíñèðîâàíèÿ ïðîâåäåíèÿ
èëè ðóêîâîäñòâà äàííûì èññëåäîâàíèåì íå áûëî.

Äîêëàä ïîñâÿùåí ñöåíàðèþ âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà â îäíîì ìåõàíèçìå ãåòåðîãåííîé
êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè, ó÷èòûâàþùåì îáðàòíóþ ñâÿçü. Ñöåíàðèé îñíîâàí íà ñïîñî-
áå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òðåõìåðíîé êèíåòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óìåðåííîé (x), áûñòðîé
(y) è ìåäëåííîé (z) ïåðåìåííûìè è áèôóðêàöèè ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíòíîãî òîðà.
Ïðèáëèæåíèÿ ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìàëüíûõ ñå-

ìåéñòâ ãðóáûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, èõ ëîêàëüíûõ è ãëî-
áàëüíûõ áèôóðêàöèé â ñåìåéñòâàõ äâóìåðíûõ ïîäñèñòåì ñ ìåäëåííîé ïåðåìåííîé z
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, 0 ≤ z ≤ 1.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ÎÄÓ

ẋ = f(x, y), ẏ = g(x, y, z),

f(x, y) ≡ K1(1− x− y)2 −K−1x
2 − 2K30 e

µ3yx2y,

g(x, y, z) ≡ K2(1− x− y)2 −K−2y
2 −K30 e

µ3yx2y −K40 e
µ4y+µ5zy
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ñ ïîñòîÿííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè K±1, K±2, K30, K40 è µm (m =
1, 2, 3) â îáëàñòè G = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1}, è èçó÷àåì ýëåìåíòû åå
ãëîáàëüíîé äèíàìèêè:
(à) Ïðèòÿãèâàþùèå êðèâûå: îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ãðóáûõ óñòîé÷èâûõ

ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ áèôóðêàöèÿìè ñåäëî-óçëà êîðàçìåðíîñòè 1 â òî÷êàõ ïåðåõîäà
ñ îäíîé ãëàäêîé âåòâè íà äðóãóþ.
(á) Ïðèòÿãèâàþùèå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè

ñåìåéñòâàìè ãðóáûõ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
(â) Áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà ñ òðåòüåé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíîé, îòëè÷íîé îò

íóëÿ, êàê ïðèìåð ïåðåõîäà ãëàäêîé ïðèòÿãèâàþùåé ïîâåðõíîñòè íà ãëàäêóþ ïðèòÿ-
ãèâàþùóþ êðèâóþ.
(ã) Ïðèòÿãèâàþùèå íåãëàäêèå ïîâåðõíîñòè: áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ ïåòëè ñåïàðà-

òðèñû ñåäëà (c íåíóëåâîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé), êîãäà ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
äàåò íàì ïðèìåð ïîâåðõíîñòè, òåðÿþùåé ãëàäêîñòü.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ÿçûêà ôîðì ìû ôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ãåíåðèðîâàíèÿ ìíîãîïèêîâûõ è õàîòè-
÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé â òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ñ ìåäëåííîé, áûñòðîé
è óìåðåííîé ïåðåìåííûìè [1,2].
Ñëîæíàÿ äèíàìèêà â òðåõìåðíîé ñèñòåìå ñ áèôóðêàöèÿìè êîðàçìåðíîñòè îäèí

â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå äâóìåðíûõ ïîäñèñòåì ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
(1) Åñëè íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê èìåþòñÿ äâå áè-

ôóðêàöèè ñåäëî-óçëà, òî â òðåõìåðíîé ñèñòåìå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäåëüíûé öèêë,
ñîîòâåòñòâóþùèé ðåëàêñàöèîííûì àâòîêîëåáàíèÿì.
(2) Äàëåå, åñëè íà îäíîé èç äâóõ óñòîé÷èâûõ âåòâåé ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ñî-

ñòîÿíèé èìåþòñÿ äâå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà, òî â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ñèëüíî äåôîðìèðîâàííûé òîð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî-
ïèêîâûì àâòîêîëåáàíèÿì.
(3) Åñëè, êðîìå òîãî, ìåæäó äâóìÿ áèôóðêàöèÿìè Àíäðîíîâà�Õîïôà èìåþòñÿ

äâå ãëîáàëüíûå áèôóðêàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîêëèíè÷åñêèì îðáèòàì, à èìåííî,
ïåòëÿì ñåïàðàòðèñ ñ¼äåë, òî ñèëüíî äåôîðìèðîâàííûé òîð ðàçðóøàåòñÿ è âîçíèêàåò
õàîñ ïðè ïîäõîäÿùåì ñîîòíîøåíèè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé z è ðàññòîÿíèÿ
ïî êîîðäèíàòå z ìåæäó ãîìîêëèíè÷åñêèìè îðáèòàì.

Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîçíèêíîâåíèþ õàîñà â êèíåòè÷åñêîé
ìîäåëè ãåòåðîãåííîé êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå ðåàêöèîííîé
ñðåäû íà êàòàëèçàòîð, â ñëó÷àå, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîìîêëèíè÷åñêèìè îðáèòà-
ìè íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, ò. å. âäàëè îò áèôóðêàöèè ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíòíîãî òîðà.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà c ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì â ñòàðøåé
÷àñòè.
Ïóñòü Ω åñòü èíòåðâàë (0, 1) îñè Ox, Q, Q1, Q2 åñòü ïðÿìîóãîëüíèêè Ω× (−a, a),

Ω× (−a, 0), Ω× (0, a) ñîîòâåòñòâåííî (a > 0 - çàäàííîå ÷èñëî), c(x, y), f(x, y), h(y) è
γ(y) åñòü çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ Ω, y ∈ [−a, a], α, β, αi, βi,i = 1, 2,
åñòü çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ h(y) íåïðåðûâíà íà
ïðîìåæóòêàõ [−a, 0) è (0, a], è èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå h(−0) è h(+0). Ðàññìîò-
ðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé ôóíêöèè v(x, y)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Lv = vxx +
∂

∂y
(h(y)vy) + c(x, y)v.

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à I: íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêàõ
Q1 è Q2 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lu = f(x, y) (1)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, a) = u(x,−a) = 0, x ∈ Ω, (2)

u(0, y) = γ(y)u(1, y), y ∈ (−a, 0) ∪ (0, a), (3)

ux(1, y) = 0, y ∈ (−a, 0) ∪ (0, a), (4)

u(x,−0) = αu(x,+0), x ∈ Ω, (5)

uy(x,+0) = βuy(x,−0), x ∈ Ω. (6)

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à II: íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêàõ
Q1 è Q2 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñî-
ïðÿæåíèÿ (5) è (6), à òàêæå êðàåâîå óñëîâèå (2) è êðàåâûå óñëîâèÿ

ux(0, y) = γ(y)ux(1, y), y ∈ (−a, 0) ∪ (0, a), (7)
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u(1, y) = 0, y ∈ (−a, 0) ∪ (0, a). (8)

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à III: íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêàõ
Q1 è Q2 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëî-
âèÿ (2), (3) è (4), à òàêæå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

uy(x,−0) = α1u(x,−0) + α2u(x,+0), (9)

uy(x,+0) = β1u(x,−0) + β2u(x,+0). (10)

Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à IV: íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêàõ
Q1 è Q2 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëî-
âèÿ (2), (7) è (8), à òàêæå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (9) è (10)
Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû, ñîäåðæàùèå óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ

ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé äàííûõ çàäà÷.
Â ñòàòüÿõ [1] − [3] áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ çàäà÷, äàííàÿ ðàáîòà

ÿâëåòñÿ åãî ïðîäîëæåíèåì.
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Áëàãîäàðíîñòü

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (òåìà "Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ îá
îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêîâ àòìîñôåðíîãî èëè âîäíîãî çàãðÿçíåíèÿ è (èëè) ïàðà-
ìåòðîâ ñðåäû êîä òåìû: FENG-2023-0004)

Ìû ðàññìàòðèâàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ïðàâîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîãî
âèäà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Óðàâíåíèå èìååò âèä

Mu = ut − Lu = ut − div(c(x, t)∇u) + b(x, t) · ∇u+ a(x, t)u = f +
∑r

i=1 αi(t)δ(x− bi),
b(x, t) = (b1(x, t), b2(x, t))

T ,∇u = ( ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2

)T , n = 2.

(1)
Çäåñü (t, x) ∈ Q = G× (0, T ), G ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü (â òåñòîâûõ ïðèìåðàõ
ìû áðàëè G = (0, X)×(0, Y )), c � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè c1(t, x), c2(t, x)
íà äèàãîíàëè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, b⃗ =
(b1, b2), δ(x − bi) - äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà. Ïóñòü S = ∂G × (0, T ). Ïðè ðåøåíèè
îáðàòíîé çàäà÷è èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàìåðû âèäà

u(yi, t) = ψi(t), i = 1, 2, . . . , r, yi ∈ G. (2)

Íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u|t=0 = u0(x), u|S = 0. (3)

èëè âèä

u|t=0 = u0(x),
∂u

∂N
= c1ux1ν1 + c2ux2ν2 + σu|S = g(t, x), (4)

ãäå ν⃗ = (ν1, ν2) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂G. Îïðåäåëåíèþ ïîäëå-
æàò ðåøåíèå u è íåèçâåñòíûå ôóíêöèè αi, â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1). Óñëîâèå
Äèðèõëå â (3) ìîãóò áûòü êàê îäíîðîäíûìè òàê è íåîäíîðîäíûìè, ò.å. èìåþò âèä
u|S = g(t, x), çàäà÷à âñåãäà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè. Ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò îäíîé ÷àñòè ãðàíèöû ê äðóãîé. Íàïðèìåð, âîçìîæíû
ñëó÷àè, êîãäà ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå

u|t=0 = u0(x),
∂u

∂N
|S0 + σu|S0 = g(t, x), u|S\S0 = 0, (5)
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ãäå G = (0, X) × (0, Y ), S0 = (0, T ) × Γ0, Γ0 = {x ∈ ∂G : x2 = 0}. Îòìåòèì, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå îáðàòíûå çàäà÷è íåêîððåêòíû ïî Àäàìàðó.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âêëþ÷àþò â ñåáÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, è ðàçðàáîòêó ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðà-
âîé ÷àñòè â óðàâíåíèè (1). Ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ ïîä-
õîäîâ, ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðè-
ìåíòû.

172



ÓÄÊ 517.9: 517.947: 534.14: 534.2

Î ðåçîíàíñå íà áåñêîíå÷íî òîíêîì êðåñòîîáðàçíîì ïðåïÿòñòâèè â
êðóãëîì âîëíîâîäå

©Þìîâ Èãîðü Áèìáàåâè÷

Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
Áóðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ä. Áàíçàðîâà
Ðîññèÿ, Óëàí-Óäý
igyumov@mail.ru

©Þìîâà Öûðåíõàíäà Æýìáýåâíà

Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
Óëàí-Áàòîðñêèé ôèëèàë Ðîññèéñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ã. Â. Ïëåõàíîâà
Ìîíãîëèÿ, Óëàí-Áàòîð
syum@mail.ru

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, ðåçîíàíñíûå ÿâ-
ëåíèÿ, àêóñòè÷åñêèé âîëíîâîä, êðåñòîîáðàçíîå òîíêîñòåííîå ïðåïÿòñòâèå, âëîæåííûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ìåòîä Äèðèõëå�Íåéìàíà, âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ðýëåÿ�Ðèòöà.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííûõ àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â íåîãðà-
íè÷åííîì êðóãëîì öèëèíäðè÷åñêîì âîëíîâîäå ðàäèóñà d ñ êðåñòîîáðàçíûì ïðåïÿò-
ñòâèåì B, îáðàçîâàííûì äâóìÿ áåñêîíå÷íî òîíêèìè ïëàñòèíàìè B1 = {(x, 0, z) ∈
R3 : |x| ≤ d, |z| ≤ b} è B2 = {(0, y, z) ∈ R3 : |y| ≤ d, |z| ≤ b}. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà:

∆u+ λu = 0 â Ω = Ω0 \B,
∂u

∂n
= 0 íà ∂Ω,

ãäå Ω0 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < d2, z ∈ R}.

Äëÿ ñìåùåíèÿ ïîðîãà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà èñõîäíîé çàäà÷è ñ [0,+∞) íà [κ(2)
1 ,+∞),

ãäå κ(2)
1 > 0, çàäà÷à ñóæåíà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ÷åòâåðòè

âîëíîâîäà Ωa = {(x, y, z) ∈ Ω : x ≥ 0, y ≥ 0}, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëü-
íûì îäíîðîäíûì óñëîâèÿì Äèðèõëå íà ÷àñòè ∂Ωa, ëåæàùåé â ïëîñêîñòÿõ ñèììåòðèè
Π1 = {y = 0}, Π2 = {x = 0}, èñêëþ÷àÿ ïðåïÿòñòâèå B. Ïîðîãîì íåïðåðûâíîãî ñïåê-
òðà ñóæåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ κ(2)

1 = (µ
(2)
1 /d)2 (ãäå µ(2)

1 ≈ 3.054237 � íàèìåíüøèé
ïîëîæèòåëüíûé íóëü ôóíêöèè J ′

2(µ)).

Ìåòîäîì âèëêè Äèðèõëå-Íåéìàíà [2] ìîæíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ ëåâåå ïîðîãà íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðè óñëîâèè b > πd/µ

(2)
1 . Èñïîëü-

çóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ðýëåÿ�Ðèòöà [1, 3, 4, 7, 9, 10], â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äëÿ ëþáîãî b > 0 ïóò¼ì ïîäáîðà ¾ïðîáíîé
ôóíêöèè¿ ψ ∈ H0

1 (Ω
a), ψ ̸= 0, è àíàëèçà ôóíêöèîíàëà ∥∇ψ∥2

/
∥ψ∥2. Ïîêàçàíî, ÷òî

íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λ∗ = inf
ψ∈H0

1 (Ω
a)\{0}

∥∇ψ∥2

∥ψ∥2
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íåïðåðûâíî è ìîíîòîííî çàâèñèò îò äëèíû ïëàñòèíû â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè b.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò èçâåñòíûå ñëó÷àè òîíêîñòåííûõ ïðåïÿòñòâèé
â êðóãëûõ âîëíîâîäàõ [4, 5, 6, 8] è èìåþò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå â çàäà÷àõ àýðîàêó-
ñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â òðóáîïðîâîäàõ, òóðáèíàõ, ñèñòåìàõ âåíòèëÿöèè è ò.ä.
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Let Q = (0, T )× (0, 1)× (0, π) and Ω = (0, 1)× (0, π). Consider the following initial -
boundary value problem

Dα
t u− uxx − uyy = g(t, x, y) + f(t, x, y) · h(t, x), (t, x, y) ∈ Q,

u(0, x, y) = φ(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(t, 0, y) = u(t, 1, y) = 0, t ∈ [0, T ], y ∈ [0, π],

u(t, x, 0) = u(t, x, π) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1].

(1)

Here f, g and φ are given continuous functions, α ∈ (0, 1), and Dα
t is the fractional Caputo

derivative, which for an absolutely continuous function v(t) is determined by the formula
(see, e.g., [1], p. 91)

Dα
t v(t) ≡ J1−α

t Dtv(t), Jαt v(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1v(τ)dτ,

where Dt = d/dt, Γ(α) is the gamma function, Jαt is the Riemann-Liouville fractional
integral.
If the function h(t, x) is given, then the solution to the initial-boundary value problem

(1) exists and is unique under certain conditions on the problem's data (see, e.g., [2], [3]).
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Now suppose that the function h(t, x) is unknown and must be determined. The
primary objective of this paper is to investigate the inverse problem of determining the
pair of functions {u(t, x, y), h(t, x)} subject to the overdetermination condition given by:

u(t, x, l0) = ψ(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ (0, 1), l0 ∈ (0, π), (2)

where ψ is a known continuous function.
Theorem 1
Suppose the following conditions hold:

1. f ∈ C(Q), f(t, x, l0) ̸= 0, and denote f0 = maxt,x

∣∣∣ 1
f(t,x,l0)

∣∣∣;
2. g ∈ C(Q), and denote g0 = maxt,x |g(t, x, l0)|;

3. Dα
t ψ, ψxx ∈ C([0, T ]× [0, 1]), and denote ψ0 = maxt,x (|Dα

t ψ|+ |ψxx|);

4. 4Mαf
2
0 maxt,x ∥fyyy(t, x, ·)∥2L2(0,π)

≤ 1, and f(t, x, 0) = f(t, x, π) = fyy(t, x, 0) =

fyy(t, x, π) = 0;

5. maxt ∥gyyy(t, ·, ·)∥2 <∞, and g(t, x, 0) = g(t, x, π) = gyy(t, x, 0) = gyy(t, x, π) = 0;

6. φ ∈ C(Ω), and ∥φx∥2, ∥φyyy∥2 <∞, and φ(x, 0) = φ(x, π) = φyy(x, 0) = φyy(x, π) =
0.

Then, the inverse problem (1) - (2) has a unique weak solution. Moreover, the following
estimates hold:

max
t

∥u(t, ·, ·)∥22 ≤ K1,∫ t

0

(
||ux(τ, ·, ·)||2L2(Q) + ||uy(τ, ·, ·)||2L2(Q)

)
dτ ≤ K2,∫ t

0

||Dα
t u(τ, ·, ·)||2L2(Q)dτ ≤ K3,

max
t

||h(t, ·)||2L2(0,1)
≤ K4.

Here Kj, j = 1, 2, 3, 4, are some positive constants, depending on the data of the problem.
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Statement of the problem. Let Q = Ω× (0, T ),Ω = {|x| < 1, |y| < 1}, Ω1 = {|x| <
1, 0 < t < T}, and Ω2 = {|y| < 1, 0 < t < T}. It is required to �nd the functions u(x, y, t)
and f(x, y), which are related in the domain Q ∩ {x ̸= 0} by the equation

ut(x, y, t)− sign(x)uxx(x, y, t)− uyy(x, y, t) = f(x, y), (1)

and satisfy the equation (1), the boundary

ux(x, y, t)
∣∣
x=±1

= 0, (y, t) ∈ Ω2,

uy(x, y, t)
∣∣
y=±1

= 0, (x, t) ∈ Ω1,
(2)

initial
u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (3)

�nal
u(x, y, T ) = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (4)

and gluing
u|x=−0 = u|x=+0, ux|x=−0 = −ux|x=+0, (y, t) ∈ Ω2, (5)

conditions, where φ(x, y), ψ(x, y) are su�ciently smooth given functions.
We consider this inverse problem and prove the existence and uniqueness theorems.

We �nd a presentation of the functions u(x, y, t) and f(x, y) with respect to the givens.
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In this work we consider process of sweeping of densities [1] for the system of 8 3D
cubes. 7 cubes embedded in each other: V1 ⊂ V2 ⊂ V3 ⊂ V4 ⊂ V5 ⊂ V6 ⊂ V7 ⊂ V . Since
the system of 3D cubes are so hard to replace, we use an undirected graph G(S) [2]. S -
the nodes of the cubes V1, V2, V3, V4, V5, V6, V7, V . For 3D grid with constant step h we
have V h

1 ⊂ V h
2 ⊂ V h

3 ⊂ V h
4 ⊂ V h

5 ⊂ V h
6 ⊂ V h

7 ⊂ V h. Consequently, we have the undirected
graph G(S). S - the nodes of the grid cubes Accordingly, we have decomposition the graph
G(S) on nonintersecting connected subgraphs [2]:

G(S) =
8⋃
j=1

G(Sj) ≡
8⋃
i=1

Gi(S) (1)

Let us note that for the subgraph G5(S) the domain is signi�cantly increased.
Let us perform the numerical experiments by numerical realization of H. Poincare

balayage method [4] for the graph G(S) =
8⋃
j=1

G(Sj). Thus, we create the database for

inverse problem of concentration of densities.
The mathematical model for balayage process for the graph G(S) is given by:

D∆u(X) = −f(X), X ∈ Ω ⊂ G(S) (2)

Du(X) = 0, X ∈ G(S) \ Ω (3)

∂u(X)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0, Γ ≡ ∂G(S) ≡ G8(S) (4)

u(X) = u0(X) = cf(X), X ∈ Ω (5)
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We consider numerical experiments for: Ω = Gi(S), i = 1, ..., 7, Ω =
2⋃
i=1

G(Si), Ω =

3⋃
i=1

G(Si), Ω =
4⋃
i=1

G(Si), Ω =
5⋃
i=1

G(Si), Ω =
6⋃
i=1

G(Si), Ω =
7⋃
i=1

G(Si).

For inverse problem of determining (f(X), u(X)) [3] for the graph G(S) we have
additional condition:

u(X)|Γ = uΓ(X), Γ ≡ G8(S) (6)

.
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limited penalty growth. A modi�ed cutting plane model is introduced to manage errors arising
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Introduction: In this work, we consider the following inequality constrained optimization problem

min f(x)
s.t. F (x) ≤ 0,

(1)

where f and F are convex (but possibly nonsmooth) real-valued functions de�ned on Rn, and we
suppose Slater constraint quali�cation holds. It is called nonsmooth optimization (NSO) problem.
Bundle methods are widely used in unconstrained optimization [1, 9], and they also can applied
to constrained ones, which penalty function methods [4, 7], �lter strategy [5] and improvement
function methods [6] would be used. Di�erent from all above methods [2, 3, 8] which de�ne
improvement function, exact penalty function is used in our method. For exact case, the work
[7] gives some penalty updates that limit unnecessary penalty growth under Slater constraint
quali�cation. Analogously, Slater constraint quali�cation is needed in our inexact case, and if
the the trial points is bounded, we also can prove that the penalty update would stop as the
algorithm goes without estimating the size of the penalty parameter in advance.
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We consider equation:

0 =

{
uxx − Dα

oyu, at y > 0,
(−y)muxx − xnuyy, at y < 0,

(1)

where

cD
α
0yu =

1

Γ(1− α)

y∫
0

(y − t)−αut(x, t)dt, 0 < α < 1, m > n > 0.

Let Ω be a domain bounded with segments: A1A2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < h2},
B1B2 = {(x, y) : x = h1, 0 < y < h2}, A2B2 = {(x, y) : y = h2, 0 < x < h1} in y > 0,
and by the characteristics: A1C : 1

q
xq− 1

p
(−y)p = 0, B1C : 1

q
xq+ 1

p
(−y)p = 1

q
; of equation

(1) in y < 0, where A1 (0; 0), A2 (0;h2), B1 (h1; 0), B2 (h1;h2)) and C
((

q
2

)1/q
,−
(
p
2

)1/p )
.

Here 2q = n+ 2 , 2p = m+ 2 , h1 = q1/q , h2 > 0.
Introduce designations:

2α1 = n/(n+ 2), 2β1 = m/(m+ 2), 0 < α1 < β1 <
1

2
,

Ω+ = Ω ∩ (y > 0), Ω− = Ω ∩ (y < 0), I1 = {y : 0 < y < h2} , I2 = {x : 0 < x < h1} .

For equation (1), we consider the following problem:
Problem. Find a solution u(x, y) of equation (1) from the following class of functions:
∆ =

{
u(x, y) : u(x, y) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω−) , uxx ∈ C (Ω+) , CD

α
oyu ∈ C (Ω+)

}
satis�es

boundary conditions:

u(x, y)
∣∣
A1A2

= φ1(y), u(x, y)
∣∣∣B1B2

= φ2(y), y ∈ Ī1,
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a (x) (x2q)
1−α+β

2
d

dx2q
(x2q)

1−α−β
2 F0x

 α+β−1
2

, α+β
2

β, x2q

 (x2q)
2α−1

2 u [θ0 (x)] +

+b(x) (1− x2q)
−β
Dα
x2q1 (x

q + 1)α−βDxq1
1−α−β u [θ1(x)] +

+δ(x)uy(x, 0) = g(x), x ∈ I2,

and gluing condition:

lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = uy(x,−0), (x, 0) ∈ I2,

where a(x), b(x), δ(x), g(x) and φi(y), (i = 1, 2) are given functions, and that,

a2(x) + b2(x) + δ2(x) ̸= 0,

θ0 (x) =

((
xq

2

)1/q

;−
(
pxq

2q

)1/p
)
, θ 1 (x) =

((
1 + xq

2

)1/q

;−
(
p

q

1− xq

2

)1/p
)
.

The unique solvability of the formulated problem is proved for the following classes
with the given functions:

a(x), b(x) ∈ C(Ī2) ∩ C2(I2), δ(x) ∈ C(Ī2) ∩ C2(I2),

g(x) ∈ C2(I2), φ1 (y) , φ2 (y) ∩ C(Ī1) ∩ C1(I1).
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In this report, we introduce the construction technology and numerical analysis methods
of the compact �nite di�erence method. For several types of nonlinear di�usion models,
a series of high-precision compact di�erence schemes are proposed, which maintain the
original conservative properties of the equations. The discrete conservations of the compact
di�erence schemes are proved by discrete energy. The solvability of the numerical schemes
are obtained. Based on the prior estimate, convergence and unconditional stability are
obtained, and the optimal error estimate reaches fourth-order and second-order accuracy
in space and time steps respectively. The numerical experimental results show that the
theoretical results are accurate and the method is e�cient and reliable.
First, based on our research results [1], the construction method of high-precision

numerical schemes for derivatives of di�erent orders is introduced.
Then, the generalized symmetric regularized long wave (GSRLW) equations are considered,

as follows:

ut + ρx +
1

m
(um)x − uxxt = 0, , (1)

ρt + ux = 0, (2)

where m ≥ 2, u0 and ρ0 are two known smooth functions.
The generalized Rosenau-Kawahara-RLW equation is considered, as follows:

ut + αuxxxxt − βuxxt + γuxxx − ηuxxxxx + ωux + ν(up)x = 0, (3)

where u(x, t) represents the wave pro�le, which has independent space and time variables
x and t. ω, γ, η, ν are real constants, β, α are positive constants, and p ≥ 2 is a positive
integer.
A series of high-precision �nite di�erence solutions for the GSRLW and RLW equations

are presented, which were developed in [2−6], respectively. These numerical solutions have
discretization conservation properties that are consistent with the original properties of
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the equations. The structure-preserving numerical schemes have the numerical advantage
of being able to perform long computations, which is veri�ed by numerical experiments.
The existence of the solutions of the numerical schemes is proved by the �xed point

theorem. The a priori estimate of the numerical solutions is obtained by the discrete
energy method. Based on the a priori estimate, unconditional stability and convergence
in the maximum norm are obtained, and the convergence order of the numerical solution
is O(τ 2 + h4) for the spatial step size h and temporal step size τ .
In recent research [7], we provide MATLAB program codes to ensure the reproducibility

of the algorithms.
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We examine the question on identi�cation of coe�cients of a parabolic equation together
a solution to this equation. An equation is of the form

Mu = ut + Au = f(t, x), (t, x) ∈ Q = (0, T )×G, (1)

where G ∈ Rn is a bounded domain with boundary Γ. Let S = (0, T ) × Γ. The function
f and a second order elliptic operator A are representable as

− A(t, x,D) = A0(t, x,Dx) +
r∑
i=1

qi(t)Ai(t, x,Dx), f = f0(t, x)+

s∑
i=r+1

fi(t, x)qi(t), Ai =
n∑

k,l=1

aikl(t, x)∂xkxl +
n∑
k=1

aik(t, x)∂xk + ai0.

The equation (1) is furnished with the initial and boundary conditions

u|t=0 = u0, Bu|S =
∂u

∂γ
+ σu = g(t, x) (

∂u

∂γ
=

n∑
i=1

γi(t, x)uxi) or Bu = u. (2)

We consider three types of overdetermination conditions which are as follows:∫
Γ

u(t, x)φj(x) dΓ = ψj(t), j = 1, 2, . . . , s. (3)

∫
G

u(t, x)φj(x) dx = ψj(t), j = 1, 2, . . . , s. (4)

u(t, yj) = ψj(t), j = 1, 2, . . . , s. (5)
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The unknowns in the corresponding inverse problems are a solution u to the problem
(1), (2) and the functions qi(t) (i = 1, 2, . . . , s) such that the one of the overdetermination
conditions (3)-(5) holds.
The problems (1)-(3), (1), (2), (4), and (1), (2), (5) arise when describing heat and mass

transfer processes, di�usion and �ltration processes, in ecology and many other �elds. The
most common overdetermination conditions are the values of a solution at some collection
of points or at a cross-section of the spatial domain, i. e. the conditions (5). We can refer
to the monograph [1] devoted to inverse parabolic problems and the monographs [2, 3, 4]
containing basic statements of inverse problems including those for parabolic equations.
The overdetermination conditions (3), (4) are not standard but they are also arise in the
theory of inverse problems and applications.
We examine the well-posedness questions of the above inverse problems. It is possible

to say that under certain conditions on the data all above problems are well-posed locally
in time, i. e., on some interval (0, τ) there exists a unique solution to the problems (1)-(3),
(1),(2), (4) è (1),(2), (5) from the class u ∈ W 1,2

p ((0, τ) × G) and either qi ∈ C([0, τ ])
(i = 1, 2, . . . , s) in the case of recovering the higher-order coe�cients or qi ∈ Lp(0, τ)
(i = 1, 2, . . . , s) if these functions occur in the lower-order coe�cients.
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We study a nonlinear di�usion problem with a source speci�ed by nonlinear boundary
conditions in Q =

{
(x, t) | x ∈ RN

+ , t > 0
}

ut = ∇
(
|∇um|p−2∇um

)
+ uβ, x ∈ RN

+ , t > 0, (1)

with nonlinear boundary �ow and initial condition

−|∇um|p−2∂u
m

∂x1
= uq, x1 = 0, t > 0, (2)

u (x, 0) = u0 (x) , (3)

where RN
+ =

{
(x1, x

′) |x′ ∈ RN−1, x1 > 0
}
m > 1, p > 1 + 1/m , q > 0.- are given

numerical parameters and u0 (x)is a non-negative bounded and continuous function in
RN . This paragraph is intended to build self-similar sub- and super-solutions to (1)-(3)
to establish the theorems of Global existence and nonexistence solutions. The �rst theorem
is about the conditions in which the problem (1)-(3) has the global solution. The global
existence of solution draws conclusions from the comparison principle. We will need the
following notations

q0 =
(p− 1)

p
(m+ 1− β) ,

qc = (m+ 1− β) (p− 1)

(
1 +

1

N

)
.

Theorem 1. If for each nonnegative q ≤ q0and 0 < β ≤ 1, then each nonnegative
solution of the problem (1)-(3) is global in time.
Proof. To prove the theorem self-similar sub-solution has been constructed and showed
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that it is limited for any t > 0. For this purpose, it has been looked for strict supersolutions
of self-similar form

ū (x1, x
′, t) = ū (x1, 0, t) = f (ξ) · φ (t) (4)

where φ (t) = eM(t+T ), ξ = x1 · φ−K (t), L > 0, T > 0 and f (ξ) satisfying
(∣∣(fm (ξ))′

∣∣p−2
(fm (ξ))′

)′
+M (m− (m+ 1) /p) ξf ′ (ξ) + fβ (ξ)−Mf (ξ) = 0

− |fm|p−2fm (0) = f q0 (0)
(5)

According to the �xed point theorem, it can be demonstrated that the problem (5)
has a unique, nonnegative, and nontrivial solution, which also has compact support. Let
T > 0 be chosen large enough such that ū (x, 0) ≥ u0 (x) and ū (0, t) ≥ 1. Under these
conditions, for any 0 ≤ q ≤ q0, the function u (x, t) serves as a supersolution to problem
(1). By applying the comparison principle, we conclude that u (x, t) ≤ ū (x, t) for all
(x, t) ∈ RN

+ × (0,+∞), which ensures the global existence of u (x, t).

Remark 1. Theorem demonstrates that qc =
(
p−1
p

)
(m+ 1− β) is critical global

existence of the problem (1)-(3).
Theorem 2. If q > qc, 0 < β ≤ 1 , and the initial functionu0 (x) is su�ciently small,

then any solution of problem (1)-(3) is global.
Proof. Theorems can be proved in the same manner as it was done in [2].
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Introduction: In this paper, we focus on the following convex multi-objective
optimization with constraints problem:

(MOP)

{
min Φ(x) := (φ1(x), . . . , φp(x)),

s. t. ϕ(x) ≤ 0,
(1)
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where φi : Rn → R, i = 1, 2, . . . , p and ϕ : Rn → R are closed proper convex functions,
but not necessarily di�erentiable. For simplicity, we focus on a single constraint function
in (MOP). In cases involving multiple inequality constraints, the maximum function can
be employed to aggregate these constraints into a single equivalent constraint.
The references [2, 3, 4, 5, 6] provide several key de�nitions and theorems related to

multiobjective optimization. Building on this foundation, we refer to the principles of the
proximal bundle method as discussed in [1, 7, 8]. In particular, the theorems presented in
[1] o�er valuable insights into the application of the proximal bundle method for solving
nonsmooth convex constrained optimization problems.
In this paper, we employ a class of infeasible proximal bundle methods to address

nonsmooth convex constrained multiobjective optimization problems. To enhance the
e�ciency of our approach, we incorporate aggregation techniques into the method, thereby
accelerating the convergence rate of the algorithm.
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Abstract: This research examines a particular type of MPEC issue using the
alternating linearization bundle approach. In essence, this speci�c MPEC issue is a bilevel
programming problem. The objective function f is presumed to be simple, whereas the
constraint function h is anticipated to be more complex. The fundamental strategy for
addressing this problem involves employing a parametric minimization method to convert
the constrained optimization into a series of unconstrained single-level optimization tasks,
which involve minimizing the sum of two convex functions. Subsequently, two approximate
subproblems are formulated, and the alternating linearization bundle technique is utilized
to iteratively solve them. The convergence of this algorithm is demonstrated, indicating
that the sequence of iterative points will converge to a stationary solution.
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Introduction: In this work, we investigate a speci�c class of nonsmooth convex
mathematical programs with equilibrium constraints (MPEC), which can be formulated
as follows: {

minimize f(x, y)

subject to (x, y) ∈ C × S.

Here, C ⊂ Rm and S ⊂ Rn are nonempty convex sets, and

S := argmin
y∈Rn

h(y).

The functions f : Rm+n → R and h : Rn → R are closed, proper and convex, but they
may not be di�erentiable. This particular MPEC problem can be viewed as a bilevel
programming problem (BLPP), where the upper-level objective function is convex, and
the lower-level problem is a nonsmooth convex optimization task. Consequently, the main
objective of this paper is to address a bilevel convex programming problem.
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